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INTRODUCTION 



L'idée de soustraire la Mécanique à l'imitile principe de 
l'inertie fut, je crois, émise pour la première fois par Reech. 

J'ai repris l'idée de ce profond et regretté mécanicien, en 
l'élargissant un peu et, dans ces u Leçons » Je montre com- 
ment le principe fondamental de la dynamique, hidépendant 
des repères géométriques du mouvement, est dans utie dépen- 
dance très atténuée vis-à-vis de l'horloge qui enregistre les 
motivements. 

L'idée si heureuse et si simple de Reech consiste à 'pTcndre 
comme élément cinématique de la dynamique, non pas l'ac- 
célération, mais une variation d'accélération ; yWojoie entiè- 
rement ce point de vue de Reech, mais je me sépare complè- 
tement de cet auteur dans l'appréciation du principe de 
'd'Â lembert. 
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Iteech regardait ce principe comme superflu, or je l'en- 
visaffe comme l'indispensable appui de sa conception des 
trois éléments essentiels à la inatière en 7nouvement : la force, 
la masse, les liaisons. 

Le progrès réalisé par l'Ecole noîwelle dans la doctrine de 
la Mécanique rationnelle me paraît incontestable et je ne 
doute pas que l'école notivelle ne devienne à son tonr l'école 
classique. 

On peut se demander pou?'qtfoi l'idée si simple de Reech 
ne s'est pas présentée aux immortels fondateurs de la Méca- 
nique : Galilée et Neioton? 

C'est d'abord que la notion de l'espace absolu ne leur 
répugnait pas. 

C'est ensuite que, la Mécanique débutant par un éclatant 
triomphe dans le ciel, constitua d abord la mécanique céleste ; 
rhistoire même de la science lui donnait une ailuro astro- 
nomique dont elle se ressent encore. 

Et puis, qti' importait alors aux fondateurs une légère faute 
de grammaire! 

La science qit'ih fo?idaient devinait du premier coup un 
ciel assoupli à des lois simples — un système solaire visible, 
infiniment inoins complexe certes, qu'une molécule. 

N'était-il pas tout naturel alors d'espérer pour le monde 
molécidaire une loi aussi simple que la loi de l'attraction'! 
On sait de quelle déception cette attente fût suivie; peut- 
être pareil espoir renaîlra-t-H, sous une nouvelle forme, le 
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]oiir où uni! réelle synthéie des sciences physiques sera pos- 
sible. En allendaiit, tandis que, dans un désordre appai-ent, 
s'amasse la riche moisson des faits, l'esprit humain de 
loisir, exerce son seiis critique et surveille sa propre logique. 
De là sans dotite la tardive apparition de l'école noiioelle 
inaugurée par Heech. 



Dans la première partie de ces m Leçons » j'expose d'abord 
l'œuvre des fondateurs; je décns l'École classique et l'Ecole 
nouvelle, et, après avoir opté pour celle-ci je. la montre aux 
prises avec quelques problèmes parmi lesquels je mentionnerai 
ici : les propriétés des systèmes isolés, — les commentaires 
sur la chute du chat, — la détermination de l'orientation 
absolue par la lecture d'une horloge absolue et par l'obser- 
vation des seuls mouvements intérieurs da système isolé : 
problème dont la détermination du plan invariable n'est 
qu'un cas particulier. 

La deuxième et la troisième partie de ces Leçons sont con- 
sacrées à la mécanique des corps déformablcs et aux éléments 
de la science du constructeur. 

Dans cette partie didactique de l'oueraqe. les « Lerons sur 
l'élasticité n de M, H. Poincaré, la Statique graphique de 
M. Maurice Lévy et ses leçons au Collège de France ont été 
mes guides principaux. 
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INTRODliCTION. 



Les qui'Àqiies noies gui terminent ce voliime traitent des 
questions de mécanique et de géométrie, inêlées. 

Je signalerai particulièrement la note sur « la statique 
non euclidienne ». Daiis cette note je fais voir comment la 
réduction des systèmes de vecteurs, et la notion de leurs 
groupes d'équivalence forment la source itnmédiate des pro- 
priétés métriques et de la bifurcation des géomélries de 
Lobatchewshy , d'Euclide et de Riemanji. 

Depuis la rédactioJi de cette note j'ai appris, par le savant 
M. Mansion, qu'une mécanique non euclidienne a déjà fait 
l'objet des travaux de M. de Tilly, qui, jyarait-il, a publié sur 
ce sujet il y a plus de vingt ans un liv?-e nïalkeureusement 
fort rare. 

Il est donc certain que j'ai dHi, sans le savoir, me rencontrer 
sîtr plusieurs points avec le savant belge; je crois néanmoins 
gtie ma méthode qui généralise la Réduction de Poinsot et 
le théorème du travail virtuel pow en faire sortir avec une 
égale facilité les foi-mules de Lobatchetvsky et de Riemann, 
intéressera les géomètres. :■'' 

Je dois encore à l'inépuisable érudition de M. Mansion un 
renseigjiement blhliographique bien curieux signalé par 
M. Genocchi : 

Il parait que, bien avant Potssott, fut donnée à Turin, la 
dèmonstratioji analytique de la composition des forces con~ 
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courantes par l'emploi de l'équation fonctionnelle connue 
sous le nom d'équation de Poisson; l'auteur anonyme avait 
même fait cette remarque que la méthode est indépendaule 
du postulatum d'Euclide. 

Or cette remarque qui s'étend d'elle-même à la trigono- 
métrie sphérique est notablement antérieure à Lobatchewsky . 
Qui l'a faite? 

Son anonyme auteur publia à Turin tant qm: Lagrmige 
vécut dans cette ville, mais après le départ de Lagrange, il 
ne donna plus signe de vie. 
Serait-ce Lagrange lui-même ? 

Quoi qu'il en soit, la remarque de l'auteur anonyme conte- 
nait le germe des deux géométries non euclidiennes. 

Depuis Lobatcheiosky la possibiiilé des géométries non 
euclidiennes a été nettem.ent indiquée en d'élégantes trans- 
formatio7ïs de figures par Klein. 

Mais la notion « de groupe » pénètre bien phts profondé- 
ment encore au cœur de la géométrie. 

MM. Poincaré et S. Lie ont développé celte notion 
appliquée à la genèse des premiers principes de la géométrie 
sous une forme analytique ; Je veux indiquer brièvement ici 
comment, sans sortir du domaine concret, la géométrie pitre 
pa-rvient très simplement à effectuer sa propre analyse. 

I. — Le théorème d'Eider, relatif aux rotations finies [théo- 
rème non euclidien) , montre aisément que les vecteurs regardés 
comme représentant les vitesses de rotations possibles sont 
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VI INTUOnilCTlOM. 

toujours composabîes lorsqu'ils sont concourants, et que, 
àaiis tous les cas, il est possible, d'un': infinité de manières, 
de rédttire un ensemble de vecteurs à ïin ensemble ôfjuivalent. 

Rappelons d'abord le sens des mots composEibles et équi- 
valents. 

Composable signifie que, j^ovr des vecteurs concourants, 
il existe tine opération de composition [désignons-la, pour 
abréger, par -j-) qui jouit des propriétés suivantes, — l'opéra- 
tion est : 

1" Committative : 

A 4- !i = i! -j- A 
2° Associative : 

A + (R + 0) = A H- B + C 

3" Invariante, c'est-à-dire ne dépendant que de lu confl- 
guration intrinsèque des vecteurs composants. 

4" Continue. 

5" Jiéductible à l'addition algébrique des segments lor<qu<i 
les vecteurs ont même ligne d'action. 

Deux systèmes S et T de vecteurs sont dits équivaleuls, 
S( l'on petit passer de l'un à l'autre par l' adjonction ou la 
suppression de paires de vecteurs égaux et contraires portés 
par une même droite et par la composition ou la décom- 
position de vecteurs concourants. 
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L'emploi de l'équation fonctionnelle de Poisson : 

?(■» + ;/) + <î(^-- y) = 29 (.<;) ^(y), 

montre alors que la composition des vecteurs concourants, et 
la trigonométrie sphériqxie qui la traduit sont indépendantes 
du postiiIaLum d'Evdide. 

II. — Voici comment la composition de vecteurs non con- 
courants invite à choisir entre les géométries de Lobatchewsky , 
d'Enclide et de Biemann. 

Si l'on recherche la loi de composition des vectetirs d'nn 
plan perpendiculaires à une même droite et dirigés d'tin 
mèjne côté de cette droite, on est encore conduit à l'équation 
fonctionnelle de Poisson, mais avec des conditions initiales 
différentes. 

La fonction ç [x] est telle que la résidtante R de deux forces 
perpendiculaires à une même droite, de même intensité P et 
tirant dun même côté de cette droite, sera donnée par 
la formule : 

n = 2 P ï. (iP) 

dans laquelle x désigne la distance des points où les com- 
posantes coupent leur perpendiculaire commune. 

La notion d'êqvivalence montre encore que, si x est le 
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■VIII liNTKODUCTlON. 

côté opposé à l'angle aù/ti u d'un Irianffle rpctangle, dont 
le second awjU aigu est a, l'on aura : 

Dans l'espace de Lobatcherosky on aura donc : 

■K {x) désignant l'angle de parallélisme à distance x , et 
par suite, ici : 

ç 'x) '> i 

L'éguation de Poisson donne alors : 



k désignant un mètre constant. 

Vkypothèse ^ (a;) < 1 domierait la géométrie de Riemann, 
et l'hypothèse tp (œ) — 1 est euclidienne. 

III. — J'ai montré que la réduction de Poinsot est, dans 
ses traits essentiels, commune aux trois géométries, et j'en 
déduis le théorème suivant : 
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« La condilion d'éqviilibre de plusieurs vecteurs sur un 
« corps rigide est, avec une signification non-euclidienne, 
" toujours fournie par le théorème du travail virtuel. » 

Du théorème précédent j'ai tiré ce corollaire, qui généralise 
dans les trois t/éontt'tries un théorème bien connu de Sta- 
tique: 

(1 Une pression normale (constante par unité de surface), 
« uniformément répartie sur les éléments d'une surface 
" fermée rigide, constitue un système de forces eu équi- 
libre. 1) 

J'ai montré que ce théorème et son analogue dans le plan 
fournissent les propriétés métriques dans les trois qéométries 
spécialisées. 

Certes il est assez curieux de voir la Statique de l'oinsol 
engendrer immédiatement les formides de Lobatche.wsky 
et de Riemann, 



Saint-Quay, 4 septembre 1897. 
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PREMIÈRE PARTIE 



L'ŒUVRE DKS FONDATEURS DE L'ASTRONOMIE 
ET DE LA MÉCANIOLE 



1 repères du mouvement, l'horloge et le système 
de coordonnées. Application à l'astronomie. 



On entend par système rigide un corps indéformable 
auquel on peut adjoindre tel autre corps indéformable que 
l'on voudra lier au premier par un assemblage invariable. 
Un système rigide peut être géométriquement représenté 
par trois droites perpendiculaires deux à deux. 

Le déplacement d'un point par rapport à un système 
rigide en tant que la situation du point est définie, à 
chaque, instant de la diu-ée, conslilue le mouvement de ce 
point. 
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2 lUÎPfllUfS ItU MOl'VlîMr.NT, 

Le mouvement esL donc une notion essentiellement re- 
lative, et subordonnée à deux repères : 1° le repère géomé- 
trique, ou système rigide de comparaison ; 2° le repère 
dans ia durée, ou Vhorloge. 

On verra plus loin comment une hypothèse de physique 
généraie, connue sous le nom de w Principe de l'inerfie », 
fait intervenir un repère géométrique particulier et une 
horloge spéciale, auxquels on peut donner les noms res- 
pectifs d'espace absolu et A'horloge absohte. 

Mais comme en réalité certaines notions de mécanique, 
et notamment les notions de l'équilibre et celles des efforts 
de liaisons, sont dans une large mesure indépendantes des 
repères du mouvement, nous regarderons d'abord le mouve- 
ment comme une chose essentiellement relalive, comportant 
deux repères arbitraires : le repère géométrique et l'horloge. 
Il y a une infmilé d'horloges admissibles ; si une hor- 
loge a marque le temps t et si une autre horloge a marque 
le temps o, i et o seront deux quantités variables et fonc- 
tions l'une de l'autre, assujetties à cette seule condition de 
varier toutes les deux dans le même sens ; leurs variations 
positives simultanées correspondront mi. futtir et leurs va- 
riations négatives simultanées correspondront aux époques 



Nous serons amené à faire par la suite une autre hypo- 
thèse, sans laquelle les horloges considérées ne joueraient 
ensemble aucun rôle mécanique; nous supposerons qu'à 
chaque instant la dérivée -^ existe avec une valeur essen- 
tiellement finie et distincte de zéro. 

Le système de coordonnées le plus apte à traduire l'ad- 
dition géométrique des vecteurs est le système de coor- 
données cartésiennes. 
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lie système rigide est repré- 
senté par les trois arêtes d'un 
trièdre trirectangle OK, OY, OZ 
et ia situation d'un point M par 
rapport à ce système, est défini 
par les projections du vecteur 
OM sur chacune des arêtes du ^ 

trièdre {(xxes de coordonnées). Ge& y'^ 

projections sont, bien entendu, fcg. i. 

des droites di?-i<fées .el regardées comme positives ou néga- 
tives suivant que leurs .directions sont celles des arêtes 
respectives du trièdre ou celles de leurs prolongements. Le 
trièdre une fois constitué et nommé, on peut associer à l'or- 
dre alphabétique de la permutation des lettres ^, y, z 
une " orientation du trièdre n. 

Soient U, V, W, trois des lettres X, Y, Z énoncées dans 
un ordre qui dérive de l'ordre alphabétique par une per- 
mutation circulaire, imaginons une poupée d'Ampère couchée 
sur l'axe OU, les pieds en 0, ta tête vers U, et assistant 
à la rotation d'î(7i simple gtiadrant qui, effectuée autour de 
OU, amène l'axe OV en coïncidence avec l'axe OW. 

Le sens de cette rotation, par rapport à la gauche ou 
à la droite de la poupée, est inaltéré par une permutation 
circulaire effectuée sur les ases choisis OU, OV, OW. 

Dans le cas de la figure, la poupée voit la rotation con- 
sidérée s'effectuer de sa droite vers sa j^auche. 

Dans le cas delà nouvelle figure', où ZOX étant le plan 
du papier, l'axe OY vient en avant de la feuille, ia rotation 
est contraire et dirigée de gauche à droite. On dit que la 
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i DU MOUVKMENT. 



f 



tigare \ représente un système d'axes d'orientation directe, 
et la figure 2 un système d'axes d'orientation rétrograde. 
Un trièdre de coordonnées étant construit, son orienta- 
tion définira le sens des vecteurs par 
lesquels on représente des rotations 
dans les formules. / ( 
Les trois coordonnées cartésiennes 
/ d'an point, x, y, s, sont trois lon- 

/ .^ gLicurs. 

y I' y a souvent avantage (tel est le 

î'''°- ^- cas en astronomie) à employer le sys- 

tème de coordonnées sphériques; ici, une seule coordonnée 
est linéaire, et les deux autres coordonnées suffisent à re- 
présenter la perspective du point M sur une sphère. 

Nous définirons de la manière 
suivante le système sphérique 
associé au trièdre OXYZ. 

Adoptons l'axe des Z comme 
axe polaire, projetons le point M 
en m sur le point OXY et consi- 
dérons le vecteur OM, sa direc- 
■^ tion sera définie par l'angle XOM 

compté dans le sens direct, toujours positif de 0" à 360°. 
Dans le plan ZOm, la direction du vecteur OM sera définie 
par l'angle ZOM, moindre que 180°, dont il faut faire tour- 
ner ZO vers Om pour rencontrer OM ; enfin, la troisième 
coordonnée est la dislance OM. Nous poserons 
XOM = œ — ansle méridien 
ZOM ^ = an^te polaire 
DM =^ !■ ^ distance 

Le passage des coordonnées sphériques aux coordonnées 




y Google 



lES yOSDATEURS. «T 

cartésiennes associées se fait au moyen des formules 
immédiates 

/ X = r sin cos a 
(1) I y ^z: r sm li siii o 

' ; — !■ œs û 



Considérons deux systèmes de 
coordonnées sphériques ayant un 
axe (OX, O'X') commun et une 
origine (0, ') commune , on 
aura r demeurant évidemment 
invariable 




' = r eus ' 

d'antre part, il est aisé de passer du système cartésien 
OXYZ au système cartésien O'X'Ï'Z'. 

Soit P la projection du point M sur le plan commun 
ZOY, ou Z O'Y', le vecteur OP est la somme géométrique 
des vecteurs OH' et iï'P aussi bien que des vecteurs OH et 
hP. Supposons que le système OXYZ, tournant autour de 
OX dans le sens direct d'un angle a, vienne se confondre 
avec le système O'X'Y'Z', ou aura, par le, théorème des 
projections : 

1" en projetant sur l'axe OY' 
2° en projetant sur OZ' 
les coordonnées -r.' et x sont d'ailleurs égales; 
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6 REPERES Ut) MOrVKMEM'. 

ainsi, on a, pour la transformation des coordonnées carié- 
siennes considéréeR, 

('^) y' = 1/ cos a + 3 siii a 
1 z' = — )/ siu K -|-'ï cos H 

en ayant égard aux formules (1) et (2), on aura donc, pour 
relier les deus systèmes de coordonnées sphériques, les 
relations suivantes, d'où r a disparu 



(4) 



' sintf' = sin sin ffi €0s a -f casû 
cos a ' = — siii sin tp sin 0, -]- 



s cos a 



équations qui, évidemment, ne doivent compter que pour 
2 distinctes, mais qu'il est néanmoins 
avantageux de conserver. 

Les formules (4), d'un usage continuel 
en astronomie, renferment aussi les for- 
mules ordinaires de la trigonomôtrie 
sphéfique. 

■* Soient, en efï'et, A, G, G' ^, les pers- 

pectives centrales des points X, Z, Z', M, sur une sphère 
quelconque de centre 0, joignons ces points par de grands 



Les angles ip' et a seront représentés sur cette sphère 
comme l'indique la fignrc ci-contre, et l'on aura 

,, C'y. 1=6'; Ca = 9 CC'r^a 

En identifiant le triangle CG'(j. avec le 
triangle sphérique A„B„Go, dont les élé- 
'^•' raents sont représentés avec la notation 
habituelle par A, B, G, «, 6, c, on aura 
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et les veialioiis [i] s'écriroiil, : 
c sin B =siii b siii C 



5 B =^ sia a coa b — ain b cos a tos C 

s c = cos a cos 6 -|" *'" " ^'i^ ^ '^'^^ '^ 



donnant ainsi les formules fondamen Laies de la trigono- 
métrie sphérique. 

Le système de coordonnées qui se présente tout d'aijord 
est le système même qui en chaque lieu du globe porte 
nos édifices, c'est le système de coordonnées de l'écorce 
terrestre. 

Mais dès qu'il s'agit de décrire les mouvements des astres, 
un tout autre système de coordonnées s'impose. 

Les étoiles proprement dites jouent ici un rôle infiniment 
précieux ; e/ràce à leur immense éloignement du système 
solaire, elles conslituent, depuis les âges les plus reculés, 
un ensemble de signaux lumineux que l'astronome et même 
le géodésien ulilieent à chaque instant pour repérer les 
directions dans le ciel ou même sur la terre. 

Au point de vue géométrique, on peut dire que les étoiles 
définissent physiquement à chaque instant l'orientation 
invariable du trièdre de coordonnées de l'astronome. Elles 
fournissent des directions fixes approchées, les seules que 
l'on possédât jusqu'au jour oii la mécanique céleste donna, 
par ses lois mêmes, le moyen de rattacher aux changements 
de la configuration intérieure du système solaire envisagé 
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isolément la définition incessante de directions fix;es abso- 
lues. 

Absolues, comme nous le verrons an point de vue de la 
mécanique, cet assemblage de directions invariables coïn- 
cide à fort peu près avec celles que nous donne le visé dos 
étoiles proprement dites. 

Simultanément les astronomes emploient d'autres sys- 
tèmes de coordonnées sphéricjues ayant pour axe polaire 
soit l'axe de la rotaHo7i diurne de la terre, soit l'axe per- 
pendiculaire à ce plan très lentement variable dans lequel 
le soieil circule annuellement autour de la terre. 

Il n'est pas inutile de rappeler les relations qui existent 
entre ces divers systèmes de coordonnées et les très lents 
mouvements qu'ils présentent les uns par rapport aux 
autres. 

L'horloge de repère qui enregistre ces divers mouvements 
est soit la rotation diurne de la terre, soit le mouvement 
annuel du soleil autour de la terre ; l'accord périodique des 
deux horloges doit être regardé comme un fait d'observa- 
tion. 

La première horloge seule se prête à une division indé- 
iinie de la durée et elle définit physiquement ce que nous 
regardons comme le cours uniforme du temps, et aussi 
ce que nous appelons l'unité de temps; celle-ci nommée 
jour sidéral est le temps que nous regardons comme constant 
d'une rotation complète de la terre par rapport aux étoiles. 
L'unité civile du temps est le jour solaire moyen, dont le 
rapport au jour sidéral sera indiqué un peu plus loin. Défi- 
nissons maintenant les repères géométriques de l'astro- 
nome. 

Soient sur une sphère, dont l'œil de l'observateur est 
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le centre, M la perspective d'un astre, 
P le pôle (Nord) et -/ le point de l'équi- 
nose du printemps; les deux coor- 
données angulaires du point M sont 
fl>M = -R, ascension droite comptée tou- 
jours positive de 0° à 360" dans le sens 

direct autour de P, et l'angle au centre 

3 proportionnel à l'arc PM, compris entre 0° et 180", qui 

prend le nom de distance -polaire de l'astre. .'R. eL B sont les 

coordonnées équaloriales. 
De même soit encore n le pôle de l'écliptique; on pourra 

prendre pour coordonnées angulaires 

de M: 
1" L'angle vUM — h. loni/iDide complée 

de 0" à 360° dans le sens direct autour 

de n de 0" à 360" ; 
2° La distance angulaire It^[ = (s, 

comprise entre 0° et 180°. 
Les formules (li), p. 6, donnent immédialement entre les 

deux systèmes de coordonnées les relations surabondantes. 




; COSfl=:C 

siii ^ slii L ~ si 
' siiificos L^s 



; 5 — sin w siii S sin JR. 
5 -f- eos <o sin S sin .iî. 



ou encore, par la transt'ormalion inverse avec ciiangemenl 
de signe de m : 

1 cos 3 ^ cos oj ras fl -|- sin w si» fl sin L \ 

! sin 3 sin ;R^ — siii(ucosp-[-raswsinfisinL ; 
1 sin B ras -■îV = sin p cos L } 
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10 COORDONNÉ i:5 ASTRONOJIIQIJES. 

dans ces formules "> désigne l'obliquité de l'éclipLique, 
l'arc pn. 

Gomme application de ces formules, indiquons la dotcr- 
minalion de la position du point v et de l'obliquité <•>. 

Si l'astre M est le soleil, on a, à chaque époque de l'année : 
p — 90" ; dans cette hypothèse on déduit aisément des 
équations précédentes 

siri .R = cot ui cot ô 
tg .R :^ tg L ces 0. 
cys S = sin [1 sin L 

I.es observations méridiennes permettent de déterminer 
chaque jour la différence des ascensions droites du soleil 
et d'une étoile particulière fo ou l'ascension droite provi- 
soire par rapport à cette étoile -ft'; soit a l'ascension droite 
inconnue de l'étoile ■(■„. On aura .1\ = .11' -[- i, en posant 
alors : 



Nous pourrons écrire l'équation sin .îV = cot a, cot à 
obtenue tout à l'heure sous la forme suivante : 

'j; sin .R' -f- !/ ws .R' = cot î 

On aura autant d'équations de ce genre que d'observa- 
tions du soleil dans le cours d'une année; ces équations 
surabondantes mais compatibles feront connaître x et y, 
X tV y obtenus on déduira : 
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LES FONDATKUBS. 11 

On sait que le système de coordonnées équatoriales et 
le système de coordonnées écliptiques ne sont pas rigoureu- 
sement fixes par rapport aux étoiles. 

Voici comment, dans l'antiquité, Hipparquc mit en évi- 
dence ce fait important; on peut déterminer la longueur de 
l'année de deux manières : dans une première méthode 
on cherche par interpolation l'époque précise où la coor- 
donnée S du soleil acquiert exactement la valeur de 90", 
on détermine ainsi l'instant d'un équinoxe, si on détermine 
ainsi les heures de l'équinoxe de printemps à deux dates 
éloignées, par exemple en 17SÛ et en 1860 à 210 années 
d'intervalle, en divisant la durée sidérale écoulée par 210 
on aura la longueur d'année, aifeclée d'une erreur qui sera 
l'ei'reur à craindre sur la détermination de deux instants 
équinoxiaux réduite dans le rnpport de 1- à 210. 

On trouve ainsi aujourd'hui pour la longueur de l'année 
36S, 2^221 7 jours solaires moyens'; telle est l'année tropique. 
Une deuxième méthode consiste à observer les époques du 
retour du soleil devant les mêmes étoiles; telle est l'année 
sidérale évaluée par Hipparque à 36S^ 2S7. 

Adoptant ce nombre, Hipparque s'en servit pour prévoir 
d'après les observations des instants équinoxiaux faites 
200 ans avant lui par Aristille et Timocharis, l'instant de 
l'équinoxe que lui-même pouvait observer; or il trouva que 
celui-ci était en avance de trois jours; c'est le phénomène 
de la précesdon des équinoxes. 

Si le retour du soleil aux mêmes étoiles est possible, c'est 
que les élôiles gardent une situation invariable par rapport 
au pôle de i'écliplique. 

I, La défliiitiûii du jour solaire moyen sera rappelée page \'i. 
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Si donc oit suppose avec Ripparque i'équateur fixe et le 
plan de l'éclipûque fixe également, la précession de l'équi- 
noxe égale à trois jours en 200 ans, ou à 0%015 par an, 
raccourcit l'année de 0',0'15. 

Il faut donc admettre avec Hipparquc que les étoiles ont 
éprouvé un mouvement de rotalion autoiir du ■ pôle de 
l'écliptique égal au chemin sidéra! angulaire décrit par le 
soleil 0^,015; or la vitesse angulaire sidérale du soleil est 
par jour 59' S". 

La sphère étoiiée a donc mai'ché dans le sens direct autour 
du pôle de l'éclipliqne de : 

01x0,015x59 '8"^ 50" 

Si, au contraire, avec Copernic nous regardons le système 

éloilé comme (ixe, ainsi que le plan de l'écliptique, nous 

dirons que le point •; rétrograde de 30" par an, ou d'un 

tour en 26 000 ans. 

Au point de vue géométrique les deux manières de parler 
sont équivalentes; elles ne le sont plus au point de vue méca- 
nique, depuis que Newton a montré que le phénomène de la 
pression rattaché à l'attraction et au renflement équatorial de 
la terre est en somme \q phénomène de la toupie dans le ciel. 
Le fait géométrique de la précession s'était encore révélé 
à Hipparque d'une autre manière; ses prédécesseurs Aris- 
tiile et Timocharis avaient déterminé 200 ans avant lui les 
longitudes écliptiques d'un grand nombre de belles étoiles; 
Hipparque en reprenant cette délerminalion trouva toutes 
les longitudes accrues de 2%B, la distance de ces astres au 
pôle de l'écliptique n'avait pas varié sensiblement. 

En réalité, ce n'est pas seulement le pian de l'équateur 
terrestre dont l'orientation par rapport aux étoiles change 
lentement, mais progressivement; l'écliptique lui-même 
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représente un plan variable par rapport anx éloiles, mais 
ces cliangetnents étaient beaucoup trop faibles pour être 
aperçus d'Hipparque. 

Pour terminer avec ces généralités sur les principaux 
repères des mouvements des astres, nous rappellerons la 
définition de la durée du jour solaire moyen. 

On imagine un soleil fictif qui parcourerait l'équateur 
durant l'année tropique avec une vitesse angulaire cons- 
tante et égale au moi/en mouvement da soleil vrai; la durée 
qui sépare deux passages consécutifs de cet astre à un 
méridien (arbitraire) est le jour solaire moyen. 

Si l'on voulait définir l'origine physique du jour solaire 
moyen en un lieu, il faudrait préciser les époques où le 
soleil vrai et le soleil fictif ont même ascension droite, c'est 
ce qui résulte de la « théorie du soleil n qui sera inci- 
demment rappelée un peu plus loin. 

Il est aisé de voir que l'année tropique renferme juste un 
jour sidéral de plus que de jours solaires moyens; on déduit 
de là, et de la longueur de l'année indiquée plus haut, que 

■„ , . ■ , ■ 363,242 217 

\ jour siiiéral = \ jour solaire moyen X ■■ },f,^■ â T^'^ r - 

En d'autres termes : 

86400 secon(/es de temps sidéral valent 8{J'IG4 seconde.? 
de temps moyen. Nous verrons un peu plus loin que l'année 
sidérale est, sauf de petiles fluctuations périodiques, coïw- 
tante, or le mouvement de précession n'étant pas constant 
et éprouvant de petites variations extrêmement lentes dont 
la mécanique céleste assigne la valeur, il on résulte que 
l'année tropique est variable, l'année tropique est aujour- 
d'hui plus courte de 12 secondes environ que l'année tro- 
pique du temps d'Hipparque, 
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14 LA. l'HÉCKSSEON. 

Voilà ce que l'astronome aidé de la mécarjiqne peut 
aujourd'hui affirmer. 

On voit donc que dans le ciel les repères géométriques 
observables et l'horloge solaire ne nous offrent pas des 
points d'appui rigoureusement invariables 

Ceux-ci résulteront des lois mêmes des mouvements 
astronomiques. 

Ces lois dépendent d'une loi élémentaire que nous regar- 
dons aujourd'hui comme extrêmement simple et dont la 
découverte est intimement liée aux notions de la mécanique 
moderne que nous devons à Galilée. 

Dans la prochaine leçon nous exposerons l'histoire de la 
découverte de l'attraction, c'est-à-dire l'histoire de la nais- 
sance simultanée de l'astronomie et de la mécanique. 



y Google 



II 

Copernic, Tycho-Brahé, Kepler, Galilée, Newton. 



La prévision des mouvements intérieurs du s^'Stème 
solaire vu de la terre est un problème qui intéresse le 
navigateur autant que l'astronome. Les mouvements étu- 
diés, d'ailleurs, sont ou très simples ou fort compliqués, 
suivant le système de coordonnées adopté ; le système de 
coordonnées inauguré par Copernic, et dont le choix devait 
être décisif pour les progrès de l'astronomie , a son origine 
au centre du soleil et non sur la terre. 

Avant de commencer l'étude des planètes, une première 
étude indispensable était l'étude du mouvement du soleil 
par rapport à la terre; cette étude avait été faite en partie 
par les anciens astronomes, qui ne se préoccupaient que 
de l'observation des coordonnées angulaires. Les anciens 
savaient fort bien que le mouvement angulaire du soleil 
par rapport à des axes orientés sur les étoiles et passant 
par ie centre de la terre est fort loin d'êlre rigoureusement 
uniforme, mais comme ils ne voulaient pas renoncer à 
l'hypothèse d'une orbite circulaire parcourue uniformément, 
ils admirent que la terre n'occupait pas tout à fait le 
centre de l'orbite du soleil, mais qu'elle en était peu 
éloignée. Telle est l'hypothèse de V excentrique, que le 
calcul traduit aisément ; 
Soient G le centre de l'orbite du soleil, supposée circulaire 
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16 l'kxciîntriqiji:. 

et parcourue uniformément, T la position de la terre, T7 
et C'f' deux droites parallèles dirigées vers la direction 
commune qui sert de départ aux 
longitudes écliptiquea. Soit n le 
moyen mouvement du soleil égal 
à 39 '8", soit T le temps écoulé 
depuis ie dernier passage du soleil 
au périgée en S,, ; l'angle S^CS = 
m sera nT et différera de l'angle 
V =r sj'S d'une petite quantité 
p = TBC que l'on pourra calculer 
en même temps que la distance 
r — TS de la manière suivante, La 
considération du triangle GTS nous 
T Y' donnera enfaisantSC— B,TO = (/, 




r sjn p = fi 
r cos p ^ R ~ 



foi'mnle d'où l'on déduit en faisant 77 = ^' 



ou, en remplaçant la tangente du petit angle p par cet 
angle lui-même mesuré avec l'unité tri gono métrique 
d'aiigie, laquelle est égale au rapport du nombre de 
secondes à la valeur 206203 du rayon en secondes 

P ^ 2ijG2f)5":,-~ ^-^— — 
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LES FONDATEURS. l( 

OU, en ncgligcaiît des Icrmes en e% 

p =^ 20(J2G5" e sin m 

BOUS aurons 

v = m + p 

Soit î5 la longitude du point S„, on aura pour la longi- 
tude L du soleil en S 

L = u + rf 

L = «T + cl + 200205" H siu m 

Koil, d'ailleurs, X^ la longitude moyenne à l'époque initiale, 
on aura t et („ désignant les dates de passage en S^ et S 

h = nt — nk + îS + 206265" e sin m 

ïS -— ^0 + )!(« 

d'où, en ajoutant et remplaçant m par X^ -\- nt — -d 

L = X,J^-nt-\- 2062(35" e sin [X, + "( — lA) 

cette formule contient, en outre de n, les constantes iC„, irf 
et e, que l'on déterminera par l'ensemble des observations 
annuelles; on trouverait ainsi e = ^-jy car l'observation in- 
dique une relalion empirique de la Ibrme 

h = Xo -{- nt -{- l°5(i' sin. (X„ + nt — :tj) 

la valeur e = ^ est conforme aux observations des coor- 
données angulaires du soleil, mais elle est en contradiction 
avec les observations modernes des diamètres apparents 
du soleil qui ont montré que la distance r, au lieu de prendre 
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18 l.'KXCKNTRIQLr. 

les valeurs extrêmes proporlionnellea à 1 — -'- et ] -(- .-■ 
prenaient les valeurs extrêmes 1 — |]x el '] -|- ^ 
De là résulte que les deux espèces d'observations seraient 
bien représentées non plus par les formules : 



mais par les formules approchées : 
J jr = l - I '-os (£, + m - d) 






Seulement ces formules ne conviennent plus à la théorie 
lie l'excentrique. Celle-ci doit donc être abandonnée comme 
Kepler fut amené à le reconnaître dans Vétude du mouve- 
ment de Mars autour du soleil, nous verrons comment tout 
à l'heure. 

Indiquons , d'abord , comment l'étude progressive des 
mouvements des planètes peut être conduite dans le système- 
de Copernic, dans l'hypothèse (qui devait être vérifiée) où 
les. orbites des planètes, vues du soleil, seraient k peti près 
circulaires et à peu prés tracées dans un seul et même plan, 
le plan de l'écliptique. 

L'observation permet de saisir par interpolation les 
moments oii les longitudes du soleil et de la planète étudiée 
ou bien sont égales, ou bien diffèrent de 180". Ces moments 
que les astronomes s'attachaient à déterminer avec préci- 
sion, se succèdent périodiquement à des intervalles de 
temps distants d'une durée égale à la révolution synodiqiie 
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de la plancto. Si n' est le moyen mouvement de la planète 
et n le moyen mouvement connu de la terre dans son mou- 
vement autour du soleil, tous les deux exprimés en degrés 
par jour —-/ sera la révolution synodique, celle-ci connue 
fera donc connaître n. 

D'ailleurs les observations des conjonctions permettent à 
elles seules d'étudier le mouvement angulaire de la planète . 
puisqu'elles fixent la position de celle-ci en coïncidence 
angulaire avec la position de la terre, par rapport au soleil 
et que celte dernière position est bien connue par l'élude 
préalable du mouvement du soleil. 

Les moyens mouvements de la terre et de la planète 
n'étant pas en rapport simple, les positions de la planète 
observées en nombre suffisant, se répartiront finalement à 
peu près sur toute l'étendue de l'orbite. Et comme le mou- 
vement est supposé périodique, il finira ainsi par être connu, 
De plus, si on connaît approximativement le rapport des 
diamètres 2 R et 
2 R' des orbites de 
la terre et de la 
planète, on peut à 
chaque opposition 
et à chaque conjonction déduire de la latitude observable, 
vue de la terre, la latitude de la planète, vue du soleil, 
ou latitude héliorentique; car soient STP, les positions res- 
pectives du soleil, de la terre, de la planète au moment 
d'une opposition, c'est-à-dire quand les astres se projet- 
lent sur la même droite STQ, du plan de l'écliplique, 
l'angle P T Q est la latitude observable P ' , P S Q est la 
latitude héliorentique P; or le triangle STP, donne de 
suite : 
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£-V OBSERVATIONS DES l'LAriÈTES. 

Sin.(p' — e) __R 

Siii. p' "" ir 

relalion qui fera connaître p si le second membre est connu. 
Quant à ce rapport —,, on peut le déduire de i'étuile 
préalable du mouvement angulaire de la planète par rapport 
au soleil et d'une observation angulaire de la planète, vue 
de la terre, car alors dans le tria.ngle TPS on peut situer 
P au même moment les trois directions 
TS,SP, TP. Le moment d'une quadra- 
ture est le plus favorable. 

Les circonstances favorables admises 
favorisent grandement les approxima- 
tions successives que l'on vient de ro- 
simier. 

Au temps d'Hipparque les erreurs des déterminations 
angulaires pouvaient atteindre 1° et même 1%5; les mesures 
analogues des astronomes arabes comportaient des erreurs 
de 4 à S minutes d'angle. Tyclio-Brahé parvint s«ïî.s/e secours 
des lunettes à réduire ces erreurs à 1'. 

Il y parvint grâce à l'extrême attention qu'il accorda aux 
perturbations que la réfraction atmospliérique apporte au 
visé des astres; il dressa, en effet, «ne table de corrections 
qui pour des dislances zénithales de moins de 60° s'accorde 
avec les tables modernes à 12" près. 

Le grand observateur danois découvrit aussi une inéga- 
lité importante du mouvement de la lune, mais c'est surtout 
par ses observations précises accumulées qu'il a servi la 
science; il prépara les matériaux que l'audacieuse imagi- 
nation de Kepler allait utiliser. 
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Kepler n'avait pas, pour reconnaître la fausseté de la 
théorie de l'excentrique, le secours de la mesure plus mo- 
derne des diamètres apparents du soleil, mais fort heureu- 
sement les -variations proportionnelles de distance de la 
terre au soleil sont notablement plus faibles que les varia- 
tions proportionnelles de la distance du soleil à la planète 
Mars, en sorte que, dans une première approximation, l'hy- 
pothèse de l'excentrique appliquée à la terre en mouvement 
autour du soleil, satisfaisante d'ailleurs pour le mouvement 
angulaire, et malgré son insufiisance pour représenter les 
variations de la distance terre-soleil, n'empêcha pas Kepler 
de reconnaître l'insuffisance de la même théorie de l'excen- 
trique pour représenter à la fois le mouvement angulaire de 
Marsetlesvariationsproportionnellesdesadistance au soleil. 
Dans l'étude de Mars, Kepler, désireux d'utiliser le plus 
grand nombre possible des observations précises de Tycho, 
ne se contenta pas de la métiiode d'observation indiquée 
plus haut et utilisée depuis Copernic; il eut recours à l'arti- 
fice suivant : la durée de la révolution sidérale de Mars 
déduite de sa révolution synodique, comme on l'a vu, était 
connue, elle est de 687 jours; Kepler eut l'idée d'associer 
deux par deux les observations de Tycho 
en réunissant ensemble celles de ces 
observations que séparait une durée de 
687 jours ; la situation identique P de i 
la planète à ces deux moments forme 
avec les deux positions connues T' et T 
de la terre un triangle de base Tï', 
dans lequel les directions TT et TP sont séparément obser- 
vables. La position de la planète, commune aux deux 
époques, peut donc être relevée. 
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Or Kepler reconnut qu'il était impossible de relier les 
positions diverses de P par une courbe circulaire. 

Choisissait-il un cercle passant par trois des positions 
de P et essayait-il de placer sur ce cercle l'extrémité des 
lignes de visée de la planète relevées de la terre à diverses 
époques, Kepler, quoi qu'il fit, ne parvenait jamais à mettre 
d'accord les diverses observations avec le Iracé du cercle, 
et des erreurs de 8' persistaient dans le mouvement 
angulaire de Mai's. 

Comme les observations de Tyclio étaient exactes à 1 ' 
près, l'hypothèse de l'excentrique était définitivement con- 
damnée. 

Après bien des tâtonnements, Kepler reconnut que l'hy- 
pothèse d'une orbite elliptique satisfaisait à l'ensemble des 
observations de Tycho. 

Le soleil occupe le foyer de l'orbite elliptique de Mars : 
telle fut la première loi découverte par Kepler. 

Mais ce n'était là qu'un premier pas dans la connaissance 
théorique du mouvement ; l'ancienne théorie de l'excentrique 
avait l'avantage de définir un argument géométrique pro- 
portionnel au temps; cette théorie une fois condamnée, il 
fallait à tout prix retrouver un argument géométrique 
proportionnel au temps. L'angle décrit par le rayon vecteur 
émanant du centre de l'ellipse pas plus que l'angle décrit 
par le rayon vecteur émanant du soleil, ne remplit ces 
conditions. 

Kepler reconnut que les vitesses par jour en longitudes 
aux deux moments où Mars passe au périhélie et à Yaphélie 
{extrémités du grand axe de l'ellipse décrite) sont en raison 
inverse des carres des distances an soleil de Mars à ces 
mêmes époques. 
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Si r el r' sont ces distances cl il- et iL' ces vitesses 
en longitude, on a 

r-iL™i"iL' 

d'ailleufs les secteurs balayés en un jour 
par les rayons vecteurs r et r' ont sen- 
siblement pour mesure ■^r'^[^V) et ^r"' {iL'), (aL) et(iL') 
désignant les mesures Irigonométriques des angles iL et 
it/ ; ces deux aires sont égales, d'après la remarque de 
Kepler. 

Ayant ainsi deviné la fameuse loi des aires, et la suppo- 
sant applicable à tout le cours du mouvement, Kepler dut, 
avant d'aller plus loin, résoudre ce problème de géométrie ; 
Un point M décrit une ellipse de manière que le rayort 
vecteur SM, qui joint le point M à 
l'un des foyers {le foyer actif) de 
l'ellipse, balaye une aire propor- 
tionnelle au temps ; déterminer en ' 
fonction du temps le rayon vecteur 
SM ; sa longueur et sa direction. 
Voici la solution que Kepler 
donna de ce problème avant l'apparition du calcul inté-- 
g rai -. 

Soient P^ la position de Mars au périhélie, v l'angle 
PoSM ou anomalie vraie, le centre de l'ellipse ; soient enfin 
( le temps écoulé depuis le moment du passage en P^ à 
celui du passage en M, qui est le moment actuel; OPo = fl, 
0S„ = c = ae {e désigne X excentricité de l'ellipse). Éva- 
luons d'abord l'aire du secteur elliptique P„SM au moyen 
d'une variable convenable ; cette aire peut, comme on sait, 
être regardée comme la projection d'un secteur bordé par 
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un arc de cercle ; décrivons sur le grand axe A^P^ de 
l'ellipse comme diamètre une circonférence, et considérons 
un mobile M' se mouvant sur celte circonférence dans le 
même sens suivant lequel le point M décrit l'ellipse, ces deux 
points étant assujettis à avoir constamment une commune 
projection X sur A^Pp ; envisageons l'aire du triangle mix- 
tiligne ayant P^S et SM' comme côtés et l'arc de cercle 
P„M' comme base, si l'on fait tourner ce triangle autour 
de P„S et d'un angle f dont le cosinus égale le rapport du 
petit au grand axe de l'ellipse ou v'i — e^, ce triangle se 
projettera suivant l'aire du secteur elliptique cherchée ; 
celle-ci sera donc égale au produit de l'aire du triangle 
mixtiligne P^SM' par vi —e^- 

D'ailleurs, les angles étant exprimés avec l'unilé analy- 
tique, soit u = P„OM' ^= anomalie excentrique. 

airePoSW^ aire secteur P^OM' — triniigle SOM' :^ -^ a^ u — ^ n- e sin u 

Donc, aire P„SM = ^ «' vT^tt^ (m — e sin u) 

D'ailleurs soit T la durée de la révolution de M sur l'or- 
bite, l'aire de l'ellipse -na^ Vi — «'" étant décrite dans le 
temps T, on aura d'après le principe des aires qu'il s'agit, de 
vérifier, 

2 «' ^'T^~ {" - e sin u) ^ 11^— ^.j,-^^Jî^ ( 
l'angle v s'exprime donc en fonction de t par l'équation 

u — e sin n -- nt Inz^^j 

qui porte le nom d'équation de Kepler. 
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Pour exprimer v et r en fonction de u, rappelons une 
propriéLé bien connue de l'ellipse; en désignanl par x la 
projection de OM sur le vecteur OS, on a 

r — a — Px d'ailleurs x ^ a cos n 

donc r = a (1 — ecosî() enfin l'équation polaire de l'ellipse 



[ -[- e cos 
on trouve en égalant les deux valeurs de 



fera connaître v 



— e cos (( = -, 



" ! + e cos ti 
d'où l'on tire cos v et par suite aussi tg '- v 

Les équations 

) ,■= f((l — Rcos u) 






résument la théorie du mouvement elliptique. C'est au 
moyen de ces formules que Kepler calcula la position de 
Mars. 

Et c'est alors que, les ayant trouvées conformes aux 
observations, il annonça à l'empereur Rodolphe que Mars 
était enfin prisonnier sur parole. La loi des aires est géné- 
rale et régit le mouvement elliptique de chaque planète, 
du moins à l'approximation nouvelle. 
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La loi des aires justifie la correclioii empirique, signalée 
tout à l'heure, qui peut être faite à la théorie de l'excen- 
trique. Soit compté le temps t à partir d'une époque quel- 
conque ; négligeant e, on a, comme on Ta "vu en nommant 
tC„ la longitude moyenne et L la longitude vraie, 

L — ar„ -f «( V _= iCo -|- ni — tr; 

et en portant dans l'équation de l'ellipse 
^, _^ " (i " ^') 

1 -L Ê eOS 1/ 

puis, en négligeant les puissances e'^, e"..., etc., 

1 + e cos (X^ -]- ni ~ vi) 
la loi des aires donne alors 
a- (1 — ey [i + e cos (^„ -f >U — i.ij " ' liL = n \~Y^^'' a^ dl 
OU, en négligeant les termes en e^ 
dL = ndt [1 + 2c' cos (^„ -|- ru — i->)\ d'oii à cetle 

approsimaLion 

1, == ^.„ + „j + 2. si:i (^0 + >.l - -•>) 

Celte formule, jointe à 

r = « (] — (• cos u) OU approximativement 
)•=«[! — e COS. (^j, + Hi — -a)] est conforme à la cor- 
rection empirique signalée plus haut. 

Dans le dernier ouvrage de Kepler intitulé les Harmonies 
du Monde, et après des rêveries étranges on trouve une troi- 
sième loi qui fut le couronnement de l'œuvre de Kepler. 
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Les distances moyennes des diverses planètes au soleil 
sont proportionnellement les suivantes : 
Mercure a — 0,30 







Vénus 


« = 0,12 






Terre 


a=i 






Miirs 


a = 1,S2 






Jupiter 


a = 5,20 






Salunif! 


a = 9,58 


Après bien des tâtonnements Kepler eut l'idée de compa- 


rer ces 


nombres 


aux durées des révolutions T sidérales des 


mêmes 


planètes 


: celles-ci 


sont proportionnelles aux nom- 


bres suivants : 










Mercure 


T .= 0,2'i08 






Vénus 


T = 0,0151 






Terre 


T = l 






Mars 


Tzn 1,881 






Jupiter 


T = 11,863 






Saturne 


T - 29,45T 



Les T croissent plus vite que les a, Kepler vérifia que 
les a^ croissent .plus vite que les T, il eut alors l'idée de 

former la puissance intermédiaire ou les a\ il trouva les 
valeurs proportionnelles suivantes : 



.Ifeiciirc 


,1' = l),2U 


Ysmis 


»i= 0,615 


Terre 


«^"=■1 


Mars 


«'■=1,871 


Jupiter 


«■ = 11,86 


Siliime 


I.Î = 23,46 
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On voiL l'accord du tableau des d' avec le tableau des T, 
ainsi fut -vérifiée la Iroisième loi de Kepler. 

Les carrés des durées des révolutions des planètes sont 
proportionnels aux cubes des grands axes de leurs orbites. 

La grande œuvre de Galilée réside moins dans ses dé- 
couvertes astronomiques proprement dites que dans ses 
créations de géomètre et de mécanicien. Nous lui devons la 
notion de V accélération et le pressentiment du principe 
général de l'équilibre des systèmes : le principe des vitesses 
virtuelles. 

Je ne rappellerai pour le moment que la notion de l'ac- 
célération. 

Au point de vue atrictemeni analytique, la continuité 
d'un mouvement n'implique pas l'existence à chaque instant 
d'une vitesse, altenàn que la continuité d'une fonction n'en- 
triùne pas nécessairement l'existence d'une fonction dérivée. 

Considérons im mouvement décrit dans un certain système 



de coordonnées et devant une certaine horloge; soit M la 
position actuelle à l'époque t du mobile et M' sa position à 
une époque intiniment voisine t -|- dt. 

Supposons que le vecteur MM' tende vers une direction 
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limite MU et quo le rapport '--^ tende vers une limite tinie 
quand dt tend vers zéro. 

La courbe trajectoire admettra une tangente en M, et si 
l'on porte sur celte tangente et dans le sens du mouvement 
un vecteur, qui à une échelle arbitraire représentera la limite 
de —^, le vecteur ainsi défini porte le nom de vitesse. 

Considérons maintenant un mouvement dans lequel la 
vitesse du mobile soit à chaque instant définie. Par un 
point lié au système de coordonnées qui enregistre le 
mouvement de M menons une droite OP représentant en 
grandeur, direction et sens, la vitesse V du mobile M à 
l'époque t, ou définit ainsi une courbe D parcourue par le 
point représentatif P, supposons que le point F possède à 
chaque instant une vitesse, nous appellerons accélération 
du mobile M à l'époque t la vitesse j du point figuratif 
P associé à M au môme instant. 

Soient P et P' deux positions infiniment voisines du 
point associé aux époques ( el l -\- dt où le mobile est en 
M et M.' la vitesse V est la somme géométrique de la 
vitesse V et d'une vitesse infiniment petite représentée par 
la corde PP'. Celle-ci, aux infiniment petits du second ordre 
près, peut être identifiée avec le vecteur jdl produit de 
l'accélération / par l'accroissement infiniment petit du 
temps dt, cela résulte imméiiatement de la définition de la 
vitesse du point P. Telle est la notion de l'accélération que 
nous devons à Galilée, qui a été complétée par Huyghens 
et qui devait conduire Newton des lois très approchées de 
Kepler à la loi exacte des mouvements des planètes. 

Avant de retracer l'œuvre de Newton, observons déjà 
que la notion d'accélération est toute entière subordonnée 
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au système de coordonnées et à l'horloge qui enregistrent le 
mouvement. Celle remarque a d'importantes conséquences, 
sur lesquelles je reviendrai plus loin. 

Quand le mouvement d'un mobile est connu, son accélé- 
ration est par cela même connue; la recherche de l'accélé- 
ration n'ajoute donc rien à la connaissance du mouvement, 
on aurait tort d'en conclure que cette recherche est stérile. 

Il peut, en effet, arriver que le mouvement étudié ne 
soit connu qu' approximativement, l'accéléraUon elle aussi 
sera connue par approximation; mais si l'on, veut pousser 
plus loin l'approximation, il peut aussi arriver que la cor- 
rection de l'accélération se laisse deviner et s'exprime en 
une loi simple, tandis que les équations définitives en 
termes finis du mouvement corrigé soient d'une nature 
beaucoup plus complexe et cachée. 

Or, c'est précisément ce qui est arrivé en astronomie. 
Les lois du mouvement elliptique découvertes par Kepler 
ne sont qu'approchées; comment les corriger? 

Newton, se proposant de déterminer l'accélération dans 
les mouvements Képlériens, aboutit à un résultat remar- 
quablement simple; mais la simplicité et la beauté géo- 
métriques de ce premier résultat n'ajoutaient encore 
rien au problème physique approximativement résolu par 
Kepler. 

Au contraire, lorsque Newton eut découvert le principe 
de l'égalité de l'action et de la réaction, une généralisation 
immédiate de l'accélération des mouvements Képlériens le 
conduisit à la découverte de l'attraction réciproque, qui 
reste encore aujourd'hui le dernier mol du physicien dans 
le problème des mouvements intérieurs du système solaire. 
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Telles sont les découvertes mémorables qa'il nous reste à 
retracer. 
Newton résolut d'abord la question suivante : 
Trouver l'accélération dans le mouvement Képlérien. 
La solution de Newton repose sur les théorèmes de 
Huyghens sur la force centrifuge dans les courbes quel- 
conques ; on arrive plus rapidement au but de la manière 
suivante : 

Soient S la position du soleil, foyer actif de l'ellipse 
Képlérienne, P la situation de la planète à l'époque t, p 
la distance du foyer S à la tangente en P à l'ellipse, v la 
vitesse de P; a l'inclinaison du rayon vecteur r sur le 
grand axe de l'orbite, a et e le demi-grand axe et l'excen- 
tricité de cette ellipse; l'aire décrite par le rayon vecteur r 
dans l'unité de temps a pour expressions simultanées les 
produits 



1^ pv et 



dt 



elle a aussi pour expression l'aire r. a- v' i — «^ de l'ellipse 
divisée par la durée T de la révolution de la planète ; on 
aura donc 

¥ ^"' "= 2" '■' W ~~t 

Soit q la distance du second foyer de l'ellipse à la tangente, 
on a, d'après une propriété connue de l'ellipse, 

■pqr^lf ^ fi^(l — e'') 

des lors, menons par le second foyer un vecteur égal et 
à v; puis, faisons tourner ce second vecteur 
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d'un quadrant dans le sens rétrograde. Ce. vecteur sera 
égal à 



ce vecteur représentera donc, au facteur ■ ,., j-r~—q près, la 
distance du second foyer à son symétrique H par rapport 
à la tangente. 

D'après la définition de l'accélération, la grandeur de 
celle-ci sera au même fadeur constant près la vitesse du 
point H, qui décrit d'ailleurs le cercle directeur de centre S; 

cette dernière vitesse est donc2« jt ou, d'après la valeur 
indiquée plus liant pour -t^. -^^;^-L^^-^ 

la valeur de l'accélération sera donc 



Ba grandeur est donc inversement PROI'OHTIOMNELLE 
AU CARRÉ DE LA DISTANCK DE LA PLANÈTE AU SOLEIL ; 

quant à la direction de l'accélération, nous savons qu'elle 
coïncide avec celle de la vitesse du point figuratif des 
vilesses ; or, cette dernière vitesse, après une rotation 
rétrograde d'un quadrant autour d« second foyer, est 
devenue la vitesse circulaire du point H, perpendiculaire 
au rayon SH; une rotaliou directe d'un quadrant autour 
du point H ramènera la vitesse du point figuratif à son 
orientation convenable; on obtient alors la direction HS, 
pour direction de l'accélération cherchée de la planète P. 
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Donc : 

Les daux premières lois de Kepler exprimenl que l'accé- 
lé)'ation de la planite est à chaque instant dirigée vei's le 
soleil et qu'elle est inversement proportionnelle au carré de 
la distance des deux astres; le coefficient de proporlionnalilé 
est, comme on vient de le voir 



la troisième loi de Kepler montre que ce coefficient est le 
même pour toutes les planètes ; donc ; 

L'accélération que le soleil produit sur ime planète, réduite 
à l'unité de distance, est constante d'u7îe planète à l'autre. 

Celte remarquable inlerprélation des lois de Kepler ne 
leur ajoute rien, au point de vue physique ; on peut dire 
seulement que si on adopte la loi d'accélération indiquée 
par Newton pour un mobile M fictif soumis à l'influence 
du point S ET SI l'on admet de plus que la loi adoptée 

SOIT INDÉPENDANTE DE LA POSITION ET DE LA VITESSE INI- 
TIALE DU MOBILE, — on constitue alors un problème /iciif 
nouveau. 

Un calcul classique de mécanique rationnelle démontre 
que le mobile M déccira une section conique et que si la 
valeur de la vitesse initiale ne déjjasse pas une certaine 
limite définie par la distance initiale r^ des points M et S, 
celte seclion conique sera une ellipse. Il est remarquable 
que la grandeur seule de la vitesse initiale (et non sa di- 
rection) inieivieiine dans ce critérium. 

— Voyons maintenant sous l'influence de quelles idées 
Nowlon a pu corriger les lois de Kepler. 
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Galilée, comme les Grecs d'ailleiirs, croyait à un espace 
absolu pénélrable à la matière; il croyait aussi à un mou- 
vement naturel de la matière en cet espace, mais tandis 
que le mouvement naturel des Grecs était circulaire et 
uniforme, le mouvement naturel et spontané de la matière 
est pour Galilée le mouvement reciiligne et uniforme. Et si 
on adopte, au moins provisoirement, cette ;^ci/on d'un point 
dénué de dimensions et en lequel on aurait concentré une 
certaine quantité de matière ou de la masse, on peut, si l'on 
accepte le point de vue de Galilée, adopter les définitions 
suivantes. 

Un point matériel sur lequel n'agit aucune force se meut 
d'un mouvement rectiligne et uniforme, mouvement qui 
comprend comme cas particulier le repos. 
C'est là en réalité la définition de la force zéro. 
C'est une définition cinématique qui n'est valable que dans 
«n système de coordonnées spécial et avec une horloge par- 
ticulière : l'espace absolu ou dans tout système de coor- 
données qui a uu mouvement de translation rectiligne 
compris par rapport à celui-ci. 

Mais, en réalité, le mot force qui intervient ici, se présente 
avec le souvenir d'une autre idée. 

Lorsque dans des circonstances données nous nous op- 
posons au mouvement d'une masse donnée, en la retenant 
avec le bras par exemple, nous avons la sensation d'un 
effort m,usculaire. 

De plus, nous avons une idée à priori : c'est l'idée de 
l'indépendance des causes. 

Voici un wagon qui descend, lentement d'abord, une 
pente douce, plusieurs hommes s'opposent à son mouvement 
et le retiennent, ils ont chacun la sensation d'un efi'orl isolé 
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et ils diront insLinctiveiiuînl : ^loWe effort total fait équilibre 
à la tendance que le wagon a à descendre. 

Oii sera dans celte expérience si simple la mesure de 
l'effort individuel, et la mesure de l'effort collectif? La 
notion de l'effort est-elle trop subjective, retenons le wagon 
au moyen d'un ressort tendu ou de plusieurs ressorts tendus; 
supposons par exemple que le ressort restant toujours dans 
le même état, le wagou demeure immobile ; il est naturel 
de regarder la pesanteur du wagon sur sa pente et r.actîon 
du ressort, comme étant séparément DÉFiNissàBLES, bien 
que les deux causes soient réunies par le fait de ce même 
équilibre. 

Sans approfondir pour le moment la notion de force, 
disons seulement que la force étant conçue comme une cause 
vectorielle distincte du mouvement, elle peut être envisagée 
soit au point de vue statique, soit au point de vue dynamique. 

Au point de vue statique, les forces appliquées en un 
même point se composent géométriquement comme les 
vecteurs : de là résulte la mesure statique des forces, par 
exemple leur comparaison avec des poids. 

Au point de vue dynamique, on admet qu'une force donnée 
produit une accélération sur un point libre, accélération 
qui est en raison inverse de la masse du point et en raison 
directe de la force. 

Nous reviendrons dans un autre chapitre suc les condi- 
tions multiples qu'implique une pareille hypothèse, nous 
voulons seulement ici montrer le rôle historique joué par 
cette hypothèse en astronomie. 

Lorsque deux corps viennent à agir l'un sur l'autre par 
un contact, ils éprouvent là lûutuellcment des pressions 
qui sont égales et contraires. 
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ACTIONS MUT 



Tel est dans son cas le plus simple le principe de régalité 
de l'aclion et de la réaction. On va voir comment Newton 
l'a généralisé. 

Soit/ l'accélération que le soleil exerce sur une planète P, 
si m est la masse de cette planète, mj sera, conformément 
aux idées de Galilée, la force motrice qui fait dévier la 
planète de son mouvement recliligne et uniforme. 

Dans l'idée de Newton, cette action émanant du soleil 
sur la planète doit être accompagnée d'une action contraire 
égale de la planète sur le soleil si M est 3a masse du soleil 
et si J représente l'accélération du soleil, non plus dans le 
systi}?ne de coordonnées de Copernic, mais dans l'espace absolu; 
on devrait avoir si le soleil el la planète iHaient seuls en 
présence 



.,i,/...MJ 



i donc on suppose j 



Ma 



ou trouvera aussi ,1 ^ — ^ 

dès lors l'aecéiération produite par la planète sur le soleil 
serait proportionnelle à la masse de l'astre attirant. 

Newton admit, par voie de généralisation, que tous les 
éléments du système solaire sont soumis à leurs actions 
mutuelles conformément à la môme loi, ou qu'il suffît de 
prendre la résultante géométrique des actions de cette na- 
ture exercées par tous les corps du système sur l'un d'entre 
eux pour avoir la force produite sur une des planètes P par 
le soleil et par les autres planètes. 

Dans cette hypothèse soient x^ y, ;, les coordonnées carié- 
siennes absolues de la planète P;de masse m,; soient^, ï/j ^j 
les coordonnées cartésiennes d'une autre planète [i^i\ de 
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masse m^ ; enfin soient x^ y„ z^ les coordonnées absolues 
du soleil et m, sa masse; dans les idées de Newton, on 
aurait pour les équations des mouvements absolus de n 
planètes. 



^+-^G='- ) 



et pour celles du soleil 



iW 



Ces équations sont inutilisables sous cette forme, car 
l'origine absolue nous fait défaut; mais on en déduit le 
système suivant : 






- + S,m,- 



dans lequel ne figurent que des coordonne'es relatives au 
système de coordonnées de Copernic. 

Telles sont les équations différentielles qui servent de 
point de départ à la mécanique céleste. 
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Ces équations ne peuvent être intégrées que par approxi- 
mations successives, mais leurs conséquences satisfont 
pleinement les astronomes. Remarquons seulement qne ies 
équations III seraient encore satisfaites si on ajoutait aux 
seconds membres cojrespondaiîls des équations I et II une 
même arbitraire. 

On peut donc dire que : 

Les mouvements intérieurs du système solaire sont les 
mêmes que si, dans un sijstème de coordonnées orienté sensi- 
blement sur les étoiles, chaque élément du système éprouvait 
une accélération qui serait la résultante géométrique d'une 
accélération commune arbitraire et des accélérations dues 
aux attractions neiotoniennes mutuelles des différentes par- 
ties du système. 

— La pesanteur universelle. — Indiquons enfin comment 
Newton vérilia l'identité de l'attraction astronomique et 
de cette force que l'habitude semble nous rendre plus fami- 
lière : la force de la pesanteur. 

L'identité des deux forces était apparue à Newton comme 
très probable vers 1666 {l'illustre géomètre avait alors 
24 ans; mais c'est seulement en 1682, qu'il connut le 
résultat de la mesure du méridien faite en France par 
Picard, et qu'il put entreprendre le calcul numérique propre 
à la vérification de son idée grandiose. 

Voici la marche de ce mémorable calcul, fait aujourd'hui 
avec toute la précision possible : 

Certaines planètes ont des satellites qui circulent autour 
d'elles suivant ies lois très approchées du mouvement 
elliptique, et qui reproduisent ainsi autour de la planète 
un petit monde en miniature, image du monde solaire. 
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Notre terre a un satellite, c'est la lune; si a est le demi 
grand axe de l'orbile lunaire parcourue pendant la période 
T, l'accélération produite par rattraction de la terre à 
l'unité de distance est, comme on l'a vu, 



Pour une peiite masse placée à la distance o du centre, à 
la surface de la terre, l'accélération serait — Fjt^; ^ 

Mais ce n'est plus par l'observalion d'un satellite nou- 
veau que nous pouvons la mesurer, c'est par l'observation 
directe de la chute des corps, ou mieux par les observations 
du pendule ; ces observations font connaître la valeur g 
de l'accélération de la chute des corps et l'égalité numé- 
rique que Ne^vton se proposait de vérifier est 

4ii^«' i 4-"- r-'Y 

~T2 ï — 3 ou encore , V..?z_ : =.; n 

si (j est exprimé en mètres par seconde il faudra naturel- 
lement mesurer la longueur p en mètres et T en secondes; 
quant au rapport - , il est astronomiquement connu. 

Voyons maintenant les faibles corrections que ce calcul 
comporte et dont on peut donner une idée sans faire appel 
aux formules de la mécanique céleste. 

La formation du premier membre — ^tj ^ de l'égalité 

précédente suppose le système lune-terre soumis à la seule 
action mutuelle des deux astres; en ce cas, comme le 
montrent les équations III (quand on y fait nij — o) il faut 
compter comme masse attractive produisant le moyen 
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mouvement lunaire, non pas seulement la masse de la 
terre, mais la somme des masses de la terre et de la lune, 
or la seconde est évaluée par les astronomes sj-j de celle 
de la terre; l'accélération imputable à la terre seule agis- 
sant par sa seule masse à runilé de distance doit donc 
être prise égale à l'accélération astronomique — p— réduite 
dans le rapport 
\ 
1 + •!_ 
81,1 

De plus, l'action perturbatrice du soleil allège l'action de 
terre sur lune d'une quantité dont la valeur moyenne est 
de ■ .,„,^ - ,- de l'action terre-lune et la cause de cet allégement 
est facile à comprendre : soit M la masse du soleil, m celle 
de la terre, D„ la distance moyenne de la terre au soleil, 
a la distance moyenne terre-lune. 

L'accélération produite par le soleil sur un corps placé à 
la distance Do est jt-j. l'accélération du soleil sur la lune 
aux moments de la conjonction et de l'opposition est 



or, vu la petitesse du rapport j~ la différence 

... _ Ta — fTâ est sensiblement égale a -^ y- 

à l'époque des quadratures, la projection sur la droite terre- 
lune de l'accélération produite par le soleil sur la lune est 
sensiblement 

~W Do' 



yGoosle 



LES r (IN DATEURS. 



ainsi aux syzygies (conjoiiclions eL opposilions} le soleil 
produit une diminution de la pesanlcur de la lune vers la 

2 M a 
terre = -jrj- yr- et aux quadratures un accroissement do 

Jl a 
pesanteur ^n - -j- -rr- 

il y aura donc une sorte de diminution moyenke de l'at- 
traction de la terre sur la lune égale à 



comparons celte force à la pesanteur de la lune -, 

D'ailleurs soit T„ la durée de l'année, T la révolution 
sidérale de la lune, M et m sont proportionnels à 



le rapport de l'influence du soleil à la pesanteur de la lune 
sera donc ^ h- 1 — -— — environ. 



L'égalité numérique à vcriiier sera donc 

On substituera dans le premier membre de réqualion E 
T en secondes ~ 21i,3216 X 86400 
p = rayon du parallèle de l'ellipsoïde terrestre dont la 
coiatitude l vérifie la relation cos^ '>■ = s\ parce que c'est 
sur ce parallèle que la pesanteur dépouillée de la force 
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centrifuge due à la rotation de la Lerre représente l'attrac- 
tion d'une sphère homogène de rayon p. On a d'ailleurs 
p = 6 371 000 mètres, comme il résulte de l'élude de la 
figure de la lerre. 

D'ailleurs le rayon équalorial de la terre étant p„, on a 
d'une part p, =6378 284"'et d'autre part- = 60,273. 

On trouvera ainsi pour le premier membre de l'égalité E 
le nombre 9"',8 21S par seconde; or les observations du 
pendule en divers lieux du globe donnent pour la valeur 
de (j sur le parallèle dont on vient de parler : 

La différence des deux nombres 9,8 215 et t),8 212 est 
O'",0 003, elle est de l'ordre des erreurs d'observation faites 
sur g ou sur les autres éléments du calcul. Ainsi est donc 
véritiée l'identité de l'attraction astronomique et de l'attrac- 
tion à la surface même de la terre. 

— Les équations III de la mécanique céleste renferment 
implicitement par leurs termes m, les corrections qui doivent 
être apportées aux mouvements Képlériens ; ces pertur- 
bations apportent dans la disposition des orbites approchées 
des changements analogues à ceux de la précession, il est 
remarquable que les moyens mouvements et par suite aussi 
les grands axes des orbites approchées n'éprouvent que des 
variations périodiques. 

Mais nous arrêterons ici notre excursion sur le domaine 
I astronomique. 

il nous reste à apprécier l'influence que la découverte 
de l'attraction a exercée sur la mécanique générale. 

— Il est impossible de nier que les conceptions dyna- 
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iniques de Galilée n'aient condait Newton vers la décou- 
verle de l'attraction. 

Mais si la notion de la force a joué un rôle historique 
dans cette mémorable découverte, il faut bien convenir 
que son rôle astronomique est parement cinématique. 

Les masses en définitive ne jouent là que le rôle de 
simples coefticients, le problème consiste dans la prévision 
de mouvements. 

Le mode de prévision des mouvements qui a si admira- 
blement réussi en astronomie mérite d'être particulière- 
ment souligné. 

L'accélération de chaque point du système a pu être 
prédite, non pas en fonction de l'heiire qu'il est, mais en 
fonction des positions des différents points du système. 

Quand l'accélération est ainsi définie pour chaque mobile, 
comme fonction des positions (on dit comme fonction de 
points) et que les vitesses et les positions initiales sont 
regardées comme des circonstances accessoires et arbi- 
traires, incapables de modifier la loi admise pour la 
prédiction des accélérations, on dit que le système considéré 
est soumis au déterminisme mécanigne. 

Y a-t-il des postulats généraux de la mécanique indépen- 
dants de celte hypothèse si spéciale? C'est ce que nous 
examinerons dans la prochaine leçon. 
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— Il y a en mécanique deux é'coles qui se distinguent 
surtout l'une de l'autre par la manière dont elles conçoivent 
la nation de farce. 

— Pour certains esprits il n 'ij a à considérer dans 
l'univers que des masses en mouvement, pour eux la force 
motrice .d'un point matériel est le produit d'un certain 
coelftcient positif relatif à la quantité plus on moins grande 
de matière qui est condensée en ce point par le vecteur 
accélération. 

Cette définition est légitime à condition de ne pas oublier 
qu'elle est subordonnée aux deux repères du mouvement 
(axes et liorloges)àrégard desquels le mouvement est défini. 

Montrons d'abord l'influence de l'horloge dans la défini- 
tion de l'accélération : soit t le temps marqué à l'horloge a, 
et 9 le temps marqué à l'horloge «, soient x, y, s, les 
coordonnées cartésiennes du mobile. Soient 7 et y les deux 
accélérations du même mouvement envisagé dans les deux 
horloges a et ce, les projections ,des vecteurs/ et y sur les 
axes sont respectivement : 
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On a d'ailleurs pour toute fonction u de /. envisagée 
comme fonction de 0. 

du ~ dl M' dd^'- df \d%J idïdir' 

On aura donc, en désignant par ii^, Uy, u., les projections 
de la vitesse u relative à la première horloge : 

ii<j ) . idty . d'-i 

= di r^^hAdi) +"»,-i;î 

f ri= f . fdt\^ , dn 

\ "^ = s l v=^^U) +"=dir' 

Ces équations expriment que le vecteur y est la somme 
géométrique du vecteur jy^A porté dans la direction Ae j 
et dn vecteur îï^p compté dans la direction de u ou dans 
la direction contraire suivant que g est positif ou négatif. 

Nous exprimerons qu'un vecteur A est la somme géomé- 
trique de deux vecteurs B et G par Yégalité vectorielle : 

A ^ li + C 

soit ; égale fféométriq II finenl , 
Le signe " s énonçant . , . ,, 

soit : éqwpolletil a : 

avec celte notation condensée, nous pouvons écrire : 

égalité où les lettres ■{, j. u sont des vecteurs et les quan- 
tités f tt] et yi, sont NUMKHIQL'ES. 
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Soit m la masse du point eu mouvement, 
si la force motrice est F = mj sous la première horloge et 
tp =my sous la seconde, on aura 

„ / dt 'f , d't 



mil est ce qu'on appelle l'impulsion dans le premier mou- 
vement, désignons ce vecteur par I, on aura 



* = ^(S)'+'S 



Quant à la manière dont la force ou l'accélération varie 
avec ce système de coordonnées, elle résulte d'un théo- 
rème bien connu de Goriolis que nous allons rappeler. 
Rappelons d'abord un théorème de géométrie. 
Quand un système rigide S' (représenté par trois axes 
O'X', O'Y', O'Z') se déplace par rapport à un système 
rigide S (représenté par trois axes OX, OY, OZ), le déplace- 
ment rigide du système peut être obtenu par une transla- 
2 tion rectiligne S' égale 

I s au déplacement recti- 

y~—- — «' ligne du point 0' suivi 
d'une rotation du sys- 
tème S' autour d'un axe 
passant par la nouvelle 
position de 0'. L'axe et 
——— — — X la grandeur de celte ro- 
tation sont évidemment 
indépendants du point 
0' choisi dans le corps 
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S', puisque celle l'olalion défiiiil le cliaiigcment d'orienla- 
tion du corps. 

On conclut de là que si l'on considère un poiril M' lié 
învariablemenl au système rigide S', la vitesse de ce point 
dans son mouvement par rapport à S est la somme géo- 
métrique de la vitesse du point o' el de la vitesse du point 
M' entraîné dans la rotation. Si le point M', au lieu d'être 
lié invariabiement an système rigide, est en mouvement 
relatif par rapport à ce système, il suffit d'imaginer que 
du temps t au temps i + ^' sa trajectoire G' est enlraînée 
avec S' el que le mobile M', d'abord maintenu fixe sur 
celte trajectoire, n'éprouve son déplacement relatif qu'après 
l'arrivée du système S' en sa seconde position; de là 
résulte immédiatement que la vitesse du point mobile par 
rapport au système S est la somme géométrique de la 
vitesse d'entraînement du point M' (entraîné fixe sur S') et 
de sa vitesse relative. 

Supposons toujours connu le mouvement de S' par rap- 
port à S et le 
mouvement re- 
latif de M', 
cherchons en- 
core l'accéléra- 
tion de M' dans 
son mouvement 
par rapport au 
système S. 

Il sera com- 
mode, pour celle recherche, de rattacher i'accéléralion à la 
déviation, et considérant les déplacements entre les époques 
t Q\ t -\- dl infiniment voisines, de prendre pour point 0' 
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la position M' du mobile à l'époque t. Il s'agit de situer 
d'abord exactement le point mobile à l'éfioque ; + dl. 
Et d'abord, nous allons situer exactement la trajectoire. 
Pour cela, donnons au système S' une translation curvi- 
lipie égaie au déplacement continu M'N du point M' par 
rapport à S, la trajectoire M'C -vient alors en ND' ; puis 
faisons tourner celle trajectoire autour de l'axe NI avec 
une vitesse angulaire convenable O, elle viendra en NE'; 
soit, d'ailleurs, M'H' le déplacement relatif de M', le point 
H' vient en v après la première translation et de v en v' 
après le second mouvement de rotation. 

Portons, d'ailleurs, sur la tangente à M'C le déplace- 
ment tangenlieî égal au produit de la vitesse relalive v,. par 
l'élément dt du temps 

M'A' ^vrdt 

portons de même tangentiellement à la trajectoire MN le 
déplacement langentiel d'eulraînement égal au produit de 
dl par la vitesse d'entraînement y,, 

soil B le sommet opposé à M' dans le parallélogramme 
construit sur M'A' et M'A comme côtés contigus ; si l'on 
joignait M'B, on aurait (d'après le théorème sur îa compo- 
sition des vitesses) le déplacement tangenlieî relatif à la 
trajectoire absolue^ de sorte qu'en joignant les points B et 
v', le vecteur Bv' sera la déviation dans le mouvement 
absolu. Soit, d'ailleurs, la droite NH menée de N égale et 
parallèle à M'A' ou à AB. On a évidemment sur la figure 

Bv':=;mi4-ïiv + vv' 
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d'où, en muUipliant par-rr 



faisons tendre rfi vers zéro cl. passons à la limite. 
On a d'abord 



lira, — TTâ- ™ accélération absolue ^' /„. 
lim. -7-r " lim. ^^-^ " accélération d'entraînement ^ /^ 



Reste à évaluer la limite de -3-.-^ 

Observons d'abord que le point H est à une distance du 
point V de l'ordre de rf^^ c'est-à-dire du second; le point v 
est d'ailleurs à une distance infiniment petite du premier 
ordre de l'axe NI. Les déplacements des points v et H dus 
à une même rotation Q dl autour de NI sont donc aux 
quantités infiniment petites du troisième ordre près égaux 
et parallèles, soit H" la position de H après la rotation 
Q dt on aura donc 



Or, si ïï désigne l'angle UNI de la vitesse relative et de 
l'axe de rotation Nï, on aura 

HH" — NH sin •j.ildl^ v,. sin a ri(- Q 
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donc enfin ia limite numérique de -^ est'iu,, sin a û; ^a 

direction est perpendiculaire à v, et à fl. 

On peut encore dire que ce vecleur complémentaire est 
le double de la vitesse du point figuratif de l'extrémité du 
vecteur qui représente la vitesse relative v,. lorsqu'on fait 
tourner ce point figuratif autour d'une parallèle à !a rota- 
tion û menée par l'origine de la vitesse tv et avec cette 
vitesse de rotation Q ; désignons cette accélération com- 
plémentaire due à la rotation û paryg et nous avons pour 
exprimer le tliéorème de Coriolis l'égalité 

En multipliant par m, masse du point mobile, on aura 
Force motrice dans le système SF=iForce motrice dans le système S '+ mj + 7jijq 

— Ce théorème de tloriolis et l'influence signalée plus 
haut du changement d'horloge montrent nettement que si 
dans un système en mouvement il y a déterminisme méca- 
nique, ce déterminisme mécanique ne peut pas être regardé 
comme une propriété invariante à l'égard des repères du 
mouvement. 

— Il y a en mécanique une seconde école que l'on pour- 
rait appeler l'école statique ou des liaisons, ou encore 
l'école du fil : 

Le point de vue préféré do cette école repose sur la 
conception de certains corps de masse négligeable envisagés 
à Vélat de tension, c'est-à-dire capables d'acquérir une cer- 
taine forme et une certaine dimension , au-delà desquelles 
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celles-ci ne varient plus que foi't peu, mais servent à trans- 
melVre des efforts analogues à l'effort musculaire, et très 
considérables. 
Tel est un fil. 

Si l'on néglige l'épaisseur et la masse do ce iil, on peut 
admettre que les très petits allongements du Iil tendu au- 
delà de sa longueur normale peuvent suffire à préciser 
dans chaque cas l'effort que ce fil transmet. 

En juxtaposant plusieurs fils identiques et les faisant agir 
sur un fil unique, on pourra dresser une table des allonge- 
ments proportionnels de ce dernier en corrélation avec sa 
tension, qui produit ces allongements. Cette tension sera 
définie par le nombre des premiers fils qui éprouveront 
un allongement relatif déterminé. 

Dans cette manière d'envisager les choses, la composition 
des forces représente un phénomène réel, car la tension de 
chacun des iils qui tirent simultanément sur un même corps 
est un phénomène observable isolément. 

Celte conception de la force autorise à se demander quel 
sera l'effet de l'application d'une force à ce point matériel. 
Quelle modification va-t-elle apporter au mouvement acquis t 
Pour rendre plus nette îa réponse à cette question, 
revenons sur les définitions de la vitesse et de l'accélération, 
au point de vue de la continuité. 

Étant considéré un instant i, on peut envisager le mou- 
vement dans le passé antérieur à i et dans le futur pos- 
térieur à ( ; nous faisons agir la force durant cette seconde 
phase; la force étant constante en grandeur et direction, il 
y a lieu de se demander comme elle va modifier les élé- 
ments du mouvement. 
Elle pourrait modifier brusquement la vitesse et il y aurait 
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alors lieu de distinguer entre une vitesse finissante et 
une vitesse commençante de valeurs inégales. 

De même pour l'accélération. Or on admet que la vitesse 
reste invariable, mais que l'accélération finissante n'est pas 
égale à l'accélération commençante, l'excès géométrique 
de la seconde sur la première est, on l'admet, propor- 
tionnel à la force qui agit sur le point matériel considéré. 
Cette loi étant admise, il est bon d'observer qu'elle a une 
signification indépendante du système de coordonnées : en 
effet, la vitesse finissante à l'époque t étant égale à la vi- 
tesse commençante à l'époque t, le théorème de Coriolis 
montre alors que si l'accélération commençante et l'accé- 
lération finissante dépendent séparément du système de 
coordonnées adopté, la différence de ces deux accélérations 
imputable à la force est indépendante de ce système, pourvu 
bien entendu que les deux systèmes de coordonnées soient 
en mouvement continu l'un par rapport à l'autre. 

Quant au cliangement d'horloge, il est facile d'apprécier 
son effet sur la loi qui nous occupe : 

Soient j et 7 les accélérations commençantes sur l'horloge 
a qui marque le temps t et sur l'horloge « qui marque le 
temps fl ; soient j' et t' les accélérations finissantes sur les 
mêmes horloges, on a, comme on l'a vu, en désignant par 
V la vitesse sur l'horloge a 



on a de même 



on conclut de là 






— ■!'^'3 — j! 



m 
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donc sauf l'introduclion d'un facteur dépendant des 
horloges la proportionnalité de la force à l'excès de l'accé- 
lération finissante sur l'accélération commençante ne dépend 
pas des repères du mouvement. Si par exemple l'expérience 
faisait connaître qu'une force F staliquement connue produit 
à différentes époques expérimentales 6 des variations y' — y 
d'accélération dans le mouvement naturel d'un même point 
matériei,et sil'onavait F!=!H(ï' — f) H désignant un coef(i- 
cient positif, fonction de fl, on pourrait toujours délînir un 
temps t tel que l'on eût F ;==! A (/ — J) (A = constante) 
il suffirait de définir la marche de l'horloge a par rapport 
à l'horloge * au moyen de la relation 



'=/ 



d Q Va 

V'I! 



et on pourrait appeler t le temps absolu. 

— Dans le même ordre d'idées, il est intéressant 
d'observer que l'on peut donner une définition cinématique 
des masses qui, bien que cinématique, est indépendante des 
repères du mouvement; cette définition est fondée sur te 
fait de l'impénétrabilité de la matière; voici ce qu'il faut 
entendre par là. 

Considérons deux corps solides de dimensions négli- 
geables A et B, auxquels nous sommes libres de donner 
des impulsions et qui, abandonnés ensuite à eux-mêmes, 
ont un mouvement continu quelconque dans un certain 
système de coordonnées, nous pouvons disposer des impul- 
sions initiales pour amener bientôt les corps à se choquer. 
L'expérience indique que lorsque les corps arrivent en 
contact avec des directions de vitesses qui amèneraient, 
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si elles se maintenaient, une pénétration des masses, 
les deux corps éprouvent des changements de vitesse 
qui, dans un intervalle de temps assez court, si les corps 
restent en contact, sont très considérables par rapport aux 
effets que les autres causes ambiantes continues peuvent 
produire. 

Soient, dans ces conditions, 'j et -j' les vitesses dos corps 
A et B un peu avant le choc, et u -|- ij, u' -[- A'/ leurs 
vitesses un peu après le choc, on adinH comme, conforme 
aux faits que quelles que soient les conditions dti choc 
renouvelé il existe deux nombres positifs met m' constants 
vérifiant la relation vectorielle. 

De plus, si, laissant le corps B fixe et faisant par exemple 
m' = ■], nous séparons le corps A en deux parties « et «.', et 
si |j; et [i' sont les valeurs du coefficient m attribuées aux 
portions a et a' dans leur choc avec B, la valeur du coeffi- 
cient m attribué au corps A dans son cboc avec B sera 

,.. + ,.: 

Telle est la définition cinématique des masses; elle est 
indépendante des repères du mouvement, car si, laissant 
l'horloge fixe, on change le système de coordonnées, 
soient u, la vitesse avant le choc dans le système Si et u^ 
la vitesse de A, soit "W la vitesse d'entraînement du lieu 
commun des deux corps dans So par rapport au système S, 
on aura, la vitesse W ne variant pas par le choc, 

avant le choc ^j = u„ 4- w 

pour A 
et après le choc u, + iu, = uo + à.^^ + W 

donc Au, — Auo on verrait de même que A'j/ ~ i-j/ 
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le changement d'horloge ne change pas non plus la relation 
entre Au et i.j', puisque la relation est homogène par rap- 
port à iu et iu'. 

Tout ceci suppose, par la continuité de W, que les sys- 
tèmes de coordonnées soient simples spectateurs du choc, 
mais qu'ils n'y participent pas. 

Dans le cas où les systèmes de coordonnées adoptés 
seraient définis au moyen des positions et des vitesses de 
corps autres que A et B, il faut admettre que ces éléments 
sont indépendants des vitesses de A et de B. 

Il en est bien ainsi si on regarde les corps comme formant 
des systèmes de masses séparées. 

Il n'en serait plus de même si on regarde les corps comme 
plongés dans un milieu matériel continu. 

En ce cas la définition des masses par le choc exige la 
présence d'un système de coordonnées inclinèrent au choc, 
mais l'influence du milieu sur le choc reste tout à fait 
obscure^ et nous n'avons d'ailleurs plus aiîaire ici à deux 
simples corps de dimensions négligeables. 

— La définition classique de la masse dérive de la loi de 
la proportionnalité de la force à la variation d' accélérailon 
qu'elle produit. 

Si on adopte l'horloge absolue dont il a été question 
plus haut, le coefficient de proportionnalité est une simpje 
constante dépendante de la nature du point matériel, c'est 
cette constante qu'on appelle la masse. Cette définition n'a 
d'ailleurs de sens que dans la conception statique de la force. 
— Si l'on rapproche la définition cinématique des masses 
de la définition classique, on voit qu'on les conciliera en 
admettant que le choc des deux corps développe des actions 
mutuelles qui, agissant pendant chaque élément infiniment 
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petit dt de la durée courte mais linie du choc, sont deux 
à deux égales et contraires. C'est \e posltilat de l't'gaiité de 
l'action et de la réaction sous sa forme la plus simple : la 
pression matnelle de deux corps en contact. 

— Toutes les indications qui précèdent sont, je ne saurais 
trop insister sur ce point, indépendantes du principe de 
rinertie, elles suffisent à développer celte partie de la mé- 
canique, qu'on appelle la mécanique des liaisons et dont 
nous allons maintenant nous occuper. 

— L'idée de liaisons dans les corps naturels est l'àme de 
toute la Mécanique analytique de Lagrange ; quelques 
géomètres, plus analystes que mécaniciens, ne veulent voir 
dans l'idée maîtresse de Lagrange qu'un artilîce de calcul, 
c'est méconnaître étrangement la profonde pensée de l'au- 
teur. 

De même que la découverte de l'ai traction est l'œuvre 
d'un géomètre éminemment physicien, de même la notion 
des liaisons révèle dans la pensée de Lagrange un sens 
profond et expérimental de la mécanique. 

S'il est possible de reconstituer la réalité pac des abstrac- 
tions isolées, nous devons, dans la méthode de Lagrange. 
nous représenter l'univers physique comme le résultat de 
la fusion de ces éléments abstraits : la masse, la force et 
les liaisons de positions. 

Sans doute, on peut, et c'est là une idée de Poisson, 
remplacer toutes les liaisons par des forces, appliquées à 
des points matériels libres, mais alors la force sans l'appui 
des liaisons n'a plus que la définition cinématique dont on 
a parlé plus haut, et pour lui donner un appui sûr, on fait 
appel à l'existence de l'espace absolu dans lequel le mou- 
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vement naturel des corps sei'ait un mouvement recLiligne, 
qui, devant une horloge absolue, sérail uniforme. 

Au contraire là force subordonnée aux liaisons et à la 
plus simple d'entre elles la liaison /il représente une réalité 
(au moins approximative) et qui subsiste indépendamment de 
toute hypothèse sur le mouvement naturel des corps libres. 
Ajoutons d'abord que les deux points de vue se com- 
plètent l'un l'autre; car si nous adoptons par exemple 
comme image la plus simple de la force, la tension ilan fd 
légèrement élastique (tension appréciée théoriquement par 
les dimensions du fil tendu), nous ne pouvons produire 
celle tension que par le secours d'une force, soit par la 
traction de notre bras, soit par un poids, le fil qui ne met 
en jeu que des forces naturelles n'intervient efficacement que 
pour nous garantir à sa manière la constance de la force 
qui le tend. 

Pour rester impartial entre les deux écoles il faut ajouter 
que pour pouvoir regarder la masse du fil comme négli- 
geable il faut metire enjeu des forces considérables. 

Et puis, à vrai dire, nous ne faisons guère que remplacer 
lin absolu par un autre; au lieu d'un seul espace absolu et 
d'une horloge absolue, nous invoquons un nouvel absolu : 
celui des liaisons moléculaires permanentes . 

Mais cet absolu nous paraît plus conforme à la nature 
des choses que nous manions lous les jours. 

— Le problême général que nous nous proposons de 
résoudre est te suivant : ^^ iw,!;!!!.,.. 

Étant donné un nombre quelconque de points si 
des liaisons, c'est-à-dire dont les déplacements sont dans 
une dépendance connue, trouver les conditions de l'équilibre 



de l'équilibre. 
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de plusieurs forces données appliquées en ces points. 
Nous considérons d'abord un cas très particulier; le cas 
idéal 011 les points d'application des forces données forme- 
raient un ensemble rigide. L'importance de ce cas tient 
d'abord, non seulement à ce qu'il est très approximative- 
ment réalisé dans les solides naturels, mais encore et 
surtout à ce que les conditions d'équilibre des corps rigides 
sont toujours nécessaires sinon suffisantes à l'équilibre des 
solides naturels. Avant d'insister un peu sur ce point, 
précisons d'abord ce qu'il faut entendre par des forces 
données, quand la figure et la position des points M d'appli- 
cation est susceptible de -varier. 

On peut d'abord supposer que à chaque point individuel- 
lement désigné du système on associe une force de rfrandmr 
et direction invariable par rapport à un système donné S 
{celui par rapport auquel est situé l'ensemble des points 



Nous entendrons par liaison des points M dans le sys- 
tème S une dépendance entre les positions (soit absolues, 
soit relatives) des différents points M. 

Au lieu de prendre sur chaque point M une force de 
grandeur et de direction constantes, on peut concevoir 
une force qui varie d'une manière continue avec la posi- 
tion du point M à l'égard du système S. 

Qu'on adopte l'un ou l'autre point de vue, dans tous les 
cas d'équilibre réalisables pour des solides naturels ayant 
des dimensions comparables dans tous les sens, on constate 
après l'application des forces une légère déformation et 
quelquefois un léger déplacement par rapport aux appuis, 
en sorte que la iorme d'équilibre réalisée est un peu dif- 
férente de celle qui était d'abord essayée, et cela par le 
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jeu des liaisons ou des forces moléeiilaires, mais ce qu'on 
peut affirmer, c'est que, dans la position d'équilibre défini- 
tive, si on vient à rigidifier le corps, les forces appliquées 
devront satisfaire aux conditions d'équilibre d'un coi'ps 
rigide. 

Gela tient à ce que nous imaginons qu'il est possible 
d'augmenter les liaisons moléculaires jusqu'à la rigidité, et 
que nous admettons le postulalum suivant : 

iSî des corps soumis à des liaisons sont en équilibre sous 
l'action de forces données, ils resteront à plus forte raison 
en la même situation d'équilibre, si, aux liaisons déjà exis- 
tantes, on en ajoute de nouvelles. 

Il faut, d'ailleurs, se garder, dans cet énoncé, d'associer 
à l'idée d'équilibre l'idée de stabilité; mais je reviendrai 
sur ce point trop peu remarqué dans un autre chapitre. 

Au point de vue logique, on peut regarder comme un 
cas particulier du postulatum précédent le principe sui- 
vant, qui sert de base à la statique des corps rigides. 

Si un corps riqide gêné ou non est en équilibre sous 
l'action de forces données, on ne troublera pas l'équilibre 
du même corps rigide soumis aux mêmes qènes en AJOUTANT 
aux forces données tout système de forces qui serait en équi- 
libre sur le même corps soumis aux mêmes gênes. 

Lorsqu'on dit le même corps, il ne faut pas oublier 
qu'un corps rigide forme toujours le même ensemble rigide 
quand on lui adjoint d'autres corps liés invariablement 
à lui. 

D'ailleurs, dans tout système de corps (rigides ou non), 
si on regarde l'alome comme infiniment résistant, on 
pourra supprimer sur chaque point en équilibre tout sys- 
tème de forces séparément en équilibre sur ce point. 
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Sous le bémifice de cette remarque on voit immédiate- 
ment que le principe peut être encore étendu. 

Considérons un groupe de forces S, en équilibre sur un 
corps rigide libre ou non, il peut arriver que le groupe des 
forces égales et directement contraires appliquées au même 
point, groupe que nous désignerons par —8, soit aussi en 
équilibre. 

S'il en est ainsi, considérons un corps eu équilibre sous 
le groupe de forces S composé des groupes Si et S^, l'équi- 
libre ne sera pas troublé si on introduit en plus le groupe 
-—Si; mais on peut supprimer le groupe S, — Si en équi- 
libre en chacun de ses points d'application, il ne reste plus 
alors que le groupe Ss. 

Donc, sur l'hypothèse faite, on a pu supprimer du groupe 
s le groupe Si en équilibre partiel. 

L'hypothèse restrictive que les groupes S, et — Si soient 
séparément en équilibre, peut fort bien ne pas être satis- 
faite, exemple : un corps est posé sur une table horizontale, 
une force verticale descendante le maintient en équilibre 
en l'appuyant sur le plan, la même force verticale ascen- 
dante ne le tient plus en équilibre. 
Nous admettrons encore les postulats suivants : 
Deuxième postulat. Deux forces égales et contraires et 
ayant même ligne d'action, sont toujours en équilibre sur un 
corps rigide alors même que leurs points d'application seraient 
distincts. 

Elles constituent toujours un groupe de force supprimable 
à volonté sur un corps rigide. 

Troisième postulat. Si deux farces non nulles se font 
équilibre sur un corps rigide libre, elles ont même ligne 
d'action et sont égales et contraires. 
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Quatrième postulat. Éiant données deux forces concou- 
rantes non en équilibre appliquées a un même POINT 
MATÉRIEL, il existe toujours une force capable de leur faire 
équilibre ; la force égale et directement contraii'e à celle-ci 
porte le nom de résultante des deux premières. 

Il en résulte du troisième postulat que la résuUaute de 
deux forces concourantes est complètement déterminée. 

Pour la connaître nous invoquerons enfin ce dernier 
postulat. 
Cinquième postulat : 

La résultante de deux forces appliquées à un même 
point matériel est indépendante de la position des forces 
à l'égard du système de coordonnées par rapport auquel 
ces forces (les fils tendus) sont données, elle ne dépend 
que de la figure invariable formée par ces forces. Nous 
supposerons de plus que la détermination de la résultante 
est contintie, c'est-à-dire que si F et F' sont deux forces 
données non nulles toutes deux, si on considère suivant 
les mêmes lignes d'action respectives les forces FetF' + e 
la résultante des forces F et F'-(-e, lorsque e tend vers 
zéro, tendra en grandeur et en direction et sem vers la 
résultante des forces F et F'. Nous énumérerons ce cin- 
quième postulat en disant que 

la composition de deux forces est invariante et continue. 

— Du premier et du deuxième postulat on conclut que 
si une force est appliquée à un corps rigide on peut, en 
gardant sa grandeur, sa direction et son sens, l'appliquer 
en un point quelconque de sa ligne d'action. 

Le cinquième postulat montre que la résultante de deux 
forces égales est dirigé dans leur plan suivant la bissec- 
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trice de leur angle. On conclut de là un théorème bien 
connu que nous allons rappeler. Observons d'abord que si 
on applique suivant les qualre côtés d'un losange des forces 
égales agissant suivant ces cOtés mais deux à deux paral- 
lèles et de sens contraire ce système de qualre forces est 
en équilibre. 
OonsidéroDS ensuite deux forces conimensurables F et 



F' el soient AB, AC les vecteurs qui les représenlent dont 
les longueurs sont (pour fixer les idées) dans le i-apport 
des nombres 2 et 3, Par les points de division B,.,.; G,, 
Ga,... que marquent sur ces vecteurs leur commune mesure, 
sur eux portée à partir de A, menons des parallèles à AB 
et AG, nous décomposerons ainsi le parallélogramme ABGD 
en 2 X 3 losanges. 

Remplaçons d'abord les forces données par leur commune 
mesure appliquée successivement en AB„ B.B, AGi, C,Ca, 
GsG. 

Ajoutons sur les côtés de chaque losange les forces tracées 
sur la figure et dont chaque groupe ponctué à l'intérieur 
d'un losange est en équilibre. Soit R la résullante des forces 
AB, AC. Gonsidérons alors l'équilibre au point A des trois 
forces P, F', — R. Mais le système des deux forces données 
ainsi complété par les forces au losange admet d'autres 
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groupes de forces en équilibre, ce soiiL, en outre de la 
force — R, les forces qui agissent sur un côté commun à 
deux losanges ou suivant les portions des côtés ABj AG. 

Ces forces consliluent des groupes supprimables confor- 
mément au postulat 2> et il ne reste finalement que les 
forces ponctuées agissant suivant les côtés BD et CD, 
lesquelles peuvent toutes être appliquées au point D. 

Nous avons donc équilibre entre la force — R appliquée 
en A et !es forces F, F' transportées parallèlement à elles- 
mêmes au point D en ^ et cp'. Soit R' la résultante de ces 
deux nouvelles forces, et ajoutons au système précédent 
les deux forces R' et — R' appliquées toutes deux en D. 
Les forces f, ?', et — R en équilibre sur le même point D 
sont supprimables. 

Il y a donc équilibre entre la force — R appliquée en A 
et la force R' appliquée en B, donc ia ligne d'acUon com- 
mune de ces deux forces est la droite AD diagonale du 
parallélogramme construit sur AB et AG comme côtés 
contigus. 

Le postulat de continuité étend cette conclusion au cas 
où les deux forces F et F' seraient incommensurables, donc 
enfin : la résultanie de deux forces concourantes est dirigée 
suivant la diagonale „ 

coitsiruite sur les vec- /^v, 

teurs, signes représen- / ^\^ 

tatifs des deux forces <^----- ___w— — ~ —-j 

pris comme côtés con- ^\ / ^\_^ / 

tigiis. "-^ — — — — ^ 

On sait alors com- 
ment le théorème peut se compléter. Boit AE pris sur la 
diagonale AD ou (sur son prolongement) la représenta- 
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lion de la force — R, les trois forces AË, AB, AG sont eu 
éiiuilibre. AC est donc dirigé suivant la diagonale du 
parallélogramme construit sur AE et AB comme côtés con- 
tigus ; la parallèle à AD menée par B et la parallèle à AB 
menée par E doivent se couper en un point F appartenant 
à AC. Les deux figures AEFB, AFBD sont donc des paral- 
lélogrammes, et AE = FB comme FB = AD ; donc AE = 
AD. Donc 

La résîiltante des deux forces F et F' est représentée en 
grandeur, direction et sens par la diagonale AD du paral- 
lélogramme construit snr les vecteurs sîffnes représentatifs 
des forces. 

— On sait comment de ce théorème on peut déduire la 
théorie des forces parallèles et toute la statique du corps 
rigide. 

— L'emploi de la méthode du losange pour établir la 
composition des forces concourantes ofi're le léger incon- 
vénient d'introduire d'autres forces que des forces concou- 
rantes, bien qu'elles disparaissent finalement, et on peut 
désirer ne vouloir considérer que des forces concourantes ; 
voici une méthode qui répond à cet objet. Considérons 
dans un plan un système d'axes rectangnlaires d'origine 
tixe et un vecteur R faisant dans ce sens direct l'angle a. 
avec l'axe des x. On peut se proposer de décomposer la 
force représentée par le vecteur R en deux autres, X, Y, diri- 
gées suivant les axes Ox, Oy ; je dis d'abord que le pro- 
blème n'est possible que d'une seule manière. 

Car soitXY une première solution et S'Y' une seconde 

solution, si ^^ et '^ sont différents, on verra sans difficulté 
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que le groupe de forces X, Y et le groupe de forces X', Y' 
ne saurait avoir des résultantes dirigées suivant la même 

droite, puis l'égalité y ~T ^^^^^ ainsi établie, on verra 
que si ce rapport est commensurable et différent de \, les 
résultantes des deux groupes (X'Y') et (XY) seront dans le 
même rapport; si le rapport considéré est incommensu- 
rable, la même conclusion subsiste en vertu du postulat 
de continuité. 

Ceci posé, mesurons « avec l'unité trigonométrique et 
faisons 

on voit aisément par le postulat de l'invariance que 

F(a) est une fonction paire et f{a] une fonction impaire et que 

V (û) = t F (5 — A = t? (ï) et que l'on a 

r(. + s) = F{.)F(p)-.W.f(fi) 

ces propriétés seraient caractéristiques des fonctions sin « 
et cos ". S! l'on savait que l'on a de plus 



lim ï^ = t quand lim x — 0, 



Pour éviter cette nouvelle supposition, considérons deux 
forces égales à P et faisant entre elles l'angle 2 w < tu, la 
résultante dirigée suivant la bissectrice aura une valeur 
que nous désignerons par 2Vg[io)', supposons d'abord la 
fonction g{<^) connue et considérons les forces 
„ SX. = F(.)R 



et R: 



= F(.)U 
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la résuUanle des forces R, et Rj pout se trouver d'une 
première manière et dirigée suivant la ]:)issecLrice des axes 
Ox et oY, elle aura pour valeur 



2 R [F (.) + .!>(.)] y Q) 



mais ces formes Ri et R3 étant toutes deux symétriques par 
rapport à la bissectrice on aura celte aulre expression de 
la résultante 

d'où entre les trois fonctions V <b (/ la relation : 

(11) [FC.) + *(.)j,,Q = j(î-.) 

quant à la fonction </ qui est évidemment paire on peut la 
déterminer de la manière suivante. 

Considérons quatre forces égales symétriques deux à 
deux par rapport à une même droite, on pourra, au moyen 
de la fonction ff, déterminer la valeur de la résultante de 
deux manières, on obtient ainsi l'équation fonctionnelle 

3(^ + î/) + 3(^-ï) = 2 3(^)30.) 
Nous avons d'ailleurs les valeurs initiales 

Faisons x = y on trouve alors 

3(îi) + l=-2 9'W 
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Si X est compris entre et ", et si on admet que rj {x) 
est positif, cette équation mise sous la forme 

y (i!) + 1 =: 2 fi"- (Ij fera coiinallre y (^^J 
Et en continuant ainsi de proche en proche on connaîtra 
9 [ âTr) ("■ enlier) 

faisons alors de proche en proche : 

ai = K|; (If 1=1,2, œ) 

On connaîtra par l'cqualion K les valeurs tle la forme 

Ces valeurs d'ailleurs coïncident par toutes les valeurs 
entières de K et de }i avec les valeurs 

car l'équation fonctionnelle (E) appartient aussi à la fonc- 
tion cos X, d'ailleurs la fonction y {x) est supposée continue, 
et comme tout angle x, est compris entre deux angles de 
la forme 
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g ix) et cos (x) limite des quantilés égales 

seront elles-in6mcs égales. 

Ce résultat acquis, nous nurona en revenant à la relation D 
après suppression du facteur 

F{«) + *(a) = cos.. + sina 
en changeiint « en — a ou aurait 

F (a) — '1> (a) = cos œ — siii a 

donc enfin F (^-t) = cos a 

'I' [a) = sin a 

La résultante E des deux forces rectangulaires S et Y 
est donc la diagonale du rectangle construit sur X et Y 
comme côtés eontigus. 

La résultante de deux forces quelconques s'en déduit, 
car considérons dans le plan des deux forces un système 
d'axes Ox et Oy, soit P la première force représentée par 
ses projections X et Y, qui sont aussi ses composantes suivant 
les axes, et soit F' la seconde force représentée par ses pro- 
jections X', Y', qui sont aussi ses composantes X' Y'. 

Les deux forces F et F' équivalent aux quatre forces 
X et X', Y et Y', car les deux premières dirigées suivant 
l'axe des X ont pour résultante X -]- X' et les deux der- 
nières ont pour résuUante Y + Y' ; la résultante des deux 
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forces F el F" a donc pour composantes et AUSSI pour pro- 
jections suivant les axes X + X', Y + Y'. 

Mais le vecteur qui a pour projections suivant les axes 
X + X' et Y + y est la diagonale du parallélogramme 
construit sur F et F' comme côtés contigus. 

En définitive, la composition des forces concourantes se 
réduit à l'addition géométrique de leurs vecteurs repré- 
sentatifs. 

— La méthode fonctionnelle que nous venons de suivre 
met en évidence la proposition suivante, intéressante par 
elle-même : 

Si une opération quelconque mais bien déterminée et que 
nous désignerons par le symbole + met enjeu des vecteurs 
concourants A, B, C, D, E, F, envisagés dans un certain 
ordre, elle conduit à un certain vecteur par sa répétition 
conformément aux égalités suivantes : 

A + B = K' 
A' .;-C — A" 
A"+-n^A"' 

A'" + E=A'^- 
A"' + F = S 

ce qu'on écrira d'une manière abrégée : 

A+R+C+D+E+F=S 

Supposons de plus que l'opération exprimée par le sym- 
bole 4 jouisse des propriétés suivantes : 
1° Elle est commutative, c'est-à-dire A -j- B = B -f- A ; 
2° Elle est associative, c'est-à-dire A + (1^ -f Q ^ A + B + C ; 
3° Elle est continue, c'cst-à-dirc que si e désigne un 
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vecleur dont la longueur tend vers zéro et les deux vec- 
teurs A et A + ^ dont les directions fout un angle o et 
si A 4- e = f ■ 

La longueur de a a pour limite la longueur de A et <? tend 
vers zéro avec la longueur de e. 

4" Si les vecteurs A et B sont portés par la même droite, 
l'opération A -j- B se confond avec l'addition algébrique des 
segments A + B. 

Toute opération gui jouit de propriétés énoncées se confond 
avec la composition géométrique des vecteurs qui donne la 
composition des forces. 

Comme application de la composition des forces appliquées 
à un corps rigide, considérons l'équilibre du moufle, et des 
moufles associés. 

Un moufle théorique se compose de deux châssis, l'un fixe 
A, l'autre mobile B au-dessous. Ces deux châssis portent en 
leur plan médian des poulies de manière qu'an fil s' enrou- 
lant successivement sur les poulies de l'un et de l'autre 
châssis demeure toujours vertical, cette disposition est réa- 
lisée en plaçant une poulie de plus au châssis supérieur, 
le fil en quitlant la dernière est tendu par un poids P et 
peut, s'il est besoin, s'appuyer sur des poulies fixes; il 
est d'ailleurs fixé sur la première poulie A ou s'enroule 
avant d'embrasser celle-ci sur des poulies fixes g, g-, d'oîi il 
peu! se rattacher à la dernière poulie du châssis supérieur 
d'un moufle antérieur et ainsi de suite jusqu'au premier 
moufle de la série. 

Chacun des moufles peut supporter en son milieu un 
poids Q qu'il est facile de calculer. Soit n le nombre des 
poulies de B. Coupons le système des fils par un plan XY 
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et considérons le châssis mobile et ses iila de support arrêtés 
à ce plan; si on néglige les poids des fils, le châssis supé- 
rieur sera supporté par 2n tensions T égales à P. La théorie 
des forces parallèles donne immédiatement 2 nT ^ Q, et 
comme T = P (en négligeant le poids des fils) 2?(P — Q. 




Nous négligeons le poids du châssis inférieur qui pour- 
rait d'ailleurs Être équilibré par un poids compensateur. 

Considérons un ensemble de points M matériels dont 
chacun est soumis à des forces connues qu'on peut rem- 
placer par leur résultante R. Si ces points sont indépen- 
dants les uns des autres, leur ensemble ne peut être en 
équilibre que si chacun des points est lui-même en équilibre, 
ce qui exige que chaque résultante K soit nuile. 
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Il n'en est plus de même si les points sont soumis à des 
liaisons. 

Ces liaisons sont réalisées par des iigures intermédiaires 
rigides ou flexibles, suivant le cas; dans les questions 
dynamiques, relatives aux liaisons, nous supposerons ces 
intermédiaires dépourvus de masse; dans les questions de 
statique nous supposerons seulement qu'aucune force n'est 
directement appliquée à ces intermédiaires. Ces liaisons 
peuvent s'opposer à certaines forces particulières et les 
détruire, mais elles ne créent pas de force. Précisons ce 
point de vue. 

iVojis avons déjà admis le postulatum du renforcement 
des liaisons. 
Nous allons le compléter. 

Nous distinguerons d'abord les systèmes à liaisons com- 
plètes. 

Dans ces systèmes les positions de tous les points M ne 
dépendent que d'une seule variable. 

Si un système n'est pas à liaisons complètes on peut, en 
renforçant des liakoiis, le rendre à liaisons complètes, et si 
les forces qui s'exerçaient sur lui étaient en équilibre, elles 
seront à fortiori en équilibre dans le système à liaisons 
complétées. 

Considérons un système de points à liaisons complètes 
et supposons qu'un déplacement suffisamment petit de 
l'ensemble de ces points soit géométriquement possible et 
supposons d'abord que les forces se réduisent à une seule 
TANGENTE A LA TRAJECTOIRE et dans le sens d'un déplace- 
ment possirle; nous posons en principe que l'équilibre ne 
saurait alors avoir lieu. Si au contraire il s'exerce en sens 
inverse du seul déplacement possible, l'équilibre aura lieu, 
nous l'admettons. 
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Envisageons maintenant un système de points à liaisons 
complètes, soumia à des forces quelconques, nous pouvons 
supprimer toutes les forces et remplacer chaque force par 
un fil passant sur des poulies de renvoi convenablement 
placées, et attaché au châssis inférieur d'un moufle spécial 
aa point considéré. 

Le fil qui s'enroule sur les châssis supérieurs des 

moufles consécutifs en soutenant les châssis inférieurs est 

tendu par un poids unique P et circule d'un moufle à 

l'autre jusqu'à ce qu'il vienne s'attacher en un point fixe. 

Supposons !es forces remplacées commensurables, soient 

F, F', F" , ces forces appliquées respectivement aux 

points M, M', M" et f, la meîtié de leur plus grande 

commune mesure, on aura 



F = 2«/-, F = 'în'f. 



Les entiers n, }i', n" ainsi déterminés définiront le 

nombre de poulies à employer pour produire ces forces F, 
F' au moyen du seul poids P pris égal à f. 

IjC système ainsi complété est considéré comme équiva- 
lent au proposé. Or, d'après le principe admis plus haut, 
le nouveau système sera en équilibre si le déplacement 
défini qui peut se produire a pour effet 
de faire remonter le poids P. Or, pour 
un déplacement infiniment petit ds du 
point M, le lit d'attache qui réunit ce 
point M à la petite poulie de renvoi la 
plus proche sur le parcours du fil se 
raccourcit entre les points a et M de la quantité ds cosa, œ 
désignant l'angle de la droite MM' avec o^M, le châssis 
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inférieur relié à M s'élève donc de ds cos n et le fil de 
support à 2n brins qni relient les deux cliàsàs glisse sur 
hii-même de la quantité 
2h&cos* (aux infiniment petits du second ordre près) 

le poids P descendrait donc par le mouvement considéré 
de la quantité 

S2?((^sC0Sa. 

La condition de l'équilibre sera donc 
s 2 »(?« eos a < 
OU S 2 nfih cos a = 2 Y<h cos a < 

F ds cos a peut être envisagé indifféremment comme le 
produit de la force F par la projection ds cos a du chemin 
ds sur cette force parcouru par le point d'application ou 
comme le produit du déplacement ds par la projeclion 
F cos a de la force sur le déplacement. 

Ce produit infiniment petit porte le nom de travail virtuel. 
La condition trouvée tout à l'heure s'exprime alors : 
Dans un système à liaisons incomplètes en équilibre la 
sonime des travaux virtuels des forces relatives à un dépla- 
cement du système est mdle ou négative. 

Si le système n'est pas à liaisons complètes, la condilion 
trouvée est évidemment nécessaire puisqu'il y a à fortiori 
équilibre quand on complète les liaisons. 
Montrons que la condition est encore suffisante. 
En effet, si les liaisons sont incomplètes et qu'un mouve- 
ment se produise on peut toujours compléter les liaisons 
de manière à rendre le système à liaisons complètes, tout 
en permettant 1ê mouvement en question, les liaisons 
surajoutées n'auront aucune fatigue et le môme mouve- 
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ment se produira, on aurait donc nn déplacement élémen- 
taire défini dans lequel le travail total serait négatif, ce qui 
correspondrait à un mouvement de remonte du poids, dans 
ia réalisation des forces par le système de moufles de 
Lagrange. 

Lorsque le système est à liaisons renvcrsables, on peut 
imaginer deux systèmes de déplacements infiniment petits, 
égaux et contraires pour lesquels le travail virtuel prenant 
des valeurs égales et de signes contraires, devrait rester 
nul ou négatif, il est donc nul. 

On a donc le théorème général suivant : 
Si un système de points réunis par des liaisons données 
est soumis à des forces données qui se font équilibre sur 
ce système, la condition nécessaire et suffisante de cet 
équilibre est que pour tout déplacement compatible avec 
les liaisons du système la somme des travaux virtuels des 
forces soit négative ou nulle, le dernier cas pouvant seul 
se présenter lorsque les liaisons sont renversables. 
Appliquons ce théorème à un corps rigide. 
Par sa nature le travail d'une force, relativement à un 
déplacement donné infiniment petit qui est la somme 
géométrique de déplacements donnés, est la somme des 
travaux de la même force relativement aux déplacements 
composants, et le travail de la résultante de plusieurs 
forces relativement à un déplacement donné est la somme 
des travaux des composantes relativement au même dépla- 
cement. 

Rapportons les forces à un système de coordonnées 
cartésien orthogonal et clierchons la somme des travaux 
virtuels des forces relativement à un déplacement quel- 
conque du solide, 
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Le travail de la force F relative à un déplacement qui 
a pour projections Sa;, %, Sî sera, dans le système de coor- 
données employé, et d'après la remarque de tout à l'heure 

X £^ + Y 5;, + Z î. 

Soient d'ailleurs \ S^ 83 les variations caractéristiques de 
relatives à des rotations respectives «>, m^ Uj autour des 
axes et A, ij ig les caractéristiques des variations résultant 
de translations respectives li ia ?s parallèles aux axes res- 
pectifs de coordonnées. 

On aura par exemple pour évaluer les ôj en employant 
les coordonnées cylindro-circulaires 

Z !\ o ^ î/ = risiii(f j a: = Rcoscf 
' I a — U cos cp \ î; 1^ n sia 9 

et iiZ=0 B^y— R costf S^^^siÔ'j 

Sja; — — R siii iù Sip = — yô-f 

la partie correspondante du travail sera donc 
(Y^ - Xy) 5^ ^ \x ~ ly) «, 

En envisageant un déplacement parallèle aux a: on a 



ce qui réduit la partie correspondante du travail virtuel 

Le travail est une expression linéaire des w et desï; en 
égalant à zéro les coefficients de ces variables qui sont 
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indépendantes pour un solide libre on aura exprimé le 
principe du travail virtuel appliqué à ce corps. 

Ou déduit de ià pour les conditions d'équilibre d'un 
corps solide libre 

L = I(Ya;-Xj)=0 P = SX = 

M = S (Z(; — Yî) = Q = SY = 

N Z 2 (Xi — Z,i') ^0 r, = SZ = 

Ces conditions sont d'ailleurs valables encore en coor- 
données obliques comme on le voit par la méthode de 
PoinsôL 

— Après avoir exposé le principe de la statique des 
systèmes à liaison examinons ie principe de la dynamique 
des liaisons ou le principe de Dalembert. 

Faisons d'abord quelques remarques sur les liaisons 
envisagées dans le temps. 

On peut distinguer les liaisons fixes et les liaisons 
variables par rapport au temps ; les premières résultent 
d'une relation permanente entre les positions des différents 
points par rapport à eux-mêmes ou par rapport au système 
de repères : tel est un point assujetti à rester sur une sur- 
face bien définie ; au contraire, les liaisons variables 
résultent d'une relation entre la position des corps et les 
positions de corps ayant un mouvement défini. 

Exemple : Un point est assujetti à rester à une distance 
constante d'un autre point qui a un mouvement connu : 
voilà une liaison variable. 

De la manière la plus générale, on peut concevoir la 

liaison entre plusieurs points comme représentée par des 

équations entre les coordonnées de ces points et le temps t. 

Considérons donc un système de points soumis à dos 
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liaisons quelconques et actuellement en mouvement continu : 
les liaisons sont respectées, chaque point a une vitesse et 
«ne accélération bien définies à l'époque t, ce qui veut 
dire, comme on l'a déjà, dit, que ces quantités existent et 
ont mêmes valeurs, soit qu'on considère une courte durée 
qui précède l'instant actuel, soit qu'on considère une 
courte durée qui soit cet instant. 

Supposons qu'à l'époque t et pendant une courte durée o 
qui suit cet instant, nous fassions agir sur chaque corps 
une force connue ; par exemple, nous le mettons en com- 
munication par un fil avec des points donnés et nous fai- 
sons agir le fil de masse négligeable, par sa tension; que 
■ va-l-il se passer î 

Si le point était libre, nous savons qu'en représentant 
par m la masse du point, l'effet de la force F aurait été do 
dévier le point par rapport à son mouvement antérieur 
prolongé, d'une quantité qui, au premier ordre infinitésimal 
près, eût été égal à — ka-, - étant une constante physique 
si t est le temps absolu. Nous admettons avec d'Alembert 
que si ces déviations libres sont compatibles avec les liai- 
sons, elles se produisent encore malgré les liaisons; si 
ces déviations sont incompatibles avec les liaisons, d'autres 
déviations se produiront; décomposons alors chaque dévia- 
tion libre en deux déviations, Tune la déviation réelle, 
l'autre que nous nommons la déviation perdue. Considé- 
rons les forces qui, sur la même masse et pendant le 
temps 0, correspondent à ces déviations; celle qui corres- 
pond à la déviation réelle est ia force efficace, celle qui 
correspond à la déviation perdue est la force perdue 
moyenne. 
Elle est bien perdue. 
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Or, d'Alembcrt regarde comme évideul qao lorsque e 
tend vers zéro, les forces perdues tendent vers une limite 
que nous appellerons les forces perdues actuelles et que ces 
forces doivent se faire équilibre sur le systômc à liaisons 
statiques défmies par l'hypothèse t ~ constante = sa 
valeur actuelle. 

Si on assimile les forces à des petits chocs successifs, le 
postulat de d'Alembert est bien vraisemblable, car si nous 
regardons la déviation réelle comme due à un petit choc 
dû à l'influence de la force primitive et des liaisons pen- 
dant le temps o, et que le petit choc dû à la force perdue 
s'exerçât instantanément à la iin de l'intervalle e, il s'exer- 
cerait alors sur le point du système soumis aux liaisons 
statiques de l'époque i + " î ^^ comme a est infiniment 
petit, celles-ci diffèrent infiniment peu des liaisons sta- 
tiques à l'époque t. 

Quoi qu'il en soit, nous admettrons le principe de d'Alem- 
bert. 

Le principe du travail virtuel est la traduction de 
l'inertie statique des liaisons. Le principe de d'Alembert 
est la traduction de l'inertie dynamique des liaisons. 

Principe de Gauss on de la moindre contrainte. 

Gauss a réuni les deux principes dans un énoncé qui 
résume de la manière la plus lumineuse la mécanique des 
liaisons. 

Soit AMB la trajectoire naturelle du point M faisant 
partie du système à liaisons, la trajectoire véritable n'exis- 
tant réellement qu'en AM ; nous faisons agir entre les 
époques t c\ t Ar'^'^^ force F. La trajectoire AM va se con- 
tinuer non plus par la courbe MB, mais par la courbe MO, 
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tangente en A à la première; soient, à l'époque t -\-^, M" 
la vraie position dn point M et M' la position qa'il aurait 
dans le mouvement prolongé. 

M'M" est la déviation réelle, soient M'H la déviation 
libre et M"H la déviation perdue; exprimons que les 
forces perdues correspondantes se font équilibre, la force 
perdue sera proportionnelle au produit de la masse m du 
point par 2 ^i^ 

Soit P l'une des positions que le point M" pourkait 
occuper à l'époque / + o, en restant soumis aux liaisons, 
on aura, ponr exprimer l'équilibre des forces perdues, la 
condition 

(F) Sm.M"li.M"P. cosi^^<0 

Joignons le point H au point P, le triangle PM"1I nous 
donne 

PH= = ftpH'— 2M"P.M"tI.cQsPM"HH-]r^P 

Multiplions les deux membres de celte égalité par la 
masse m du point, nous aurons, en ajoutant membre à 
membre les égalités obtenues, 

a a /\ 

SmPHz=SfflM"II— 2SmM"P.M"Hcos['M"II-|-SmM"P' 

donc, en vertu de l'équation F, 

SmPH > i:mM^l' 

Si on compare les positions des points en vertu des liai- 
sons en P. et les positions H où ils seraient venus sous 
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l'aclion des focces données s'ils étaient libres de toute 
liaison, on peut appeler avec Gauss, la somme S;hPHS 
la contrainte du système, on aura donc ce théorème : 

La position du système à l'époque t -\-'i est celle pour 
laquelle la contrainte du système est minima. 

Ce théorème suppose, bien entendu, que M"P et M"H 
sont infiniment petits de même ordre. Ce théorème est 
indépendant des repèi'es du mouven'ien.t, horloge ou axes. 

Lorsque la force a agi pendant le court intervalle de 
temps 9 et qu'on abandonne le mobile à lui-même, le cours 
naturel des choses va reprendre. 

Le principe de d'Alembert n'a de sens que parce que 
nous supposons ce cours continu. 

Mais la mécanique ne saurait être constituée sans une 
hypothèse ou sans ime convention nouvelle. 

Le postulat de d'Alembert nous définit l'état naissant 
du mouvement qui va suivre immédiatement l'instant t, et 
la variation instantanée de l'accélération qu'accompagne 
immédiatement l'applicalioD de la force au point M à 
l'époque t. 

Le postulat de d'Alembert ne nous dit rien de plus. 
Il faut définir par une hypothèse ce que nous appelons 
le cours naturel des choses. 

Il faut avouer que nous ne sommes plus guidés ici que 
par de vagues analogies. 

Le cours naturel des choses qui plaît au mécanicien et 
qui s'est invinciblement imposé à l'esprit humain après le 
succès du déterminisme astronomique est le suivant, qui 
est un souvenir de la mécanique céleste. 

Considérons dans un système de repères donné un ensem- 
ble de points matériels, nous admcUons qu'il esistc un 
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moyen de prédire l'accélération 7 de chacun de ces poinls en 
fonctiou de sa vitesse V, du temps t et des positions de ce 
point par rapport à d'autres, et par rapport au système et 
en fonction de cerlains paramètres physiques dout la dé- 
pendance avec le mouvement du corps est supposée connue 
par l'expérience. 

Ces dépendances seraient iiiaccessililes à l'expérience si 
les phénomènes ne se raugeaieiit en catégories approxima- 
tivement distinctes. Je prends un exemple pour mieux 
préciser mes idées : si l'attraction newtonienne se fait sentir 
de molécule à molécule comme le phénomène des marées 
et celui de la précession l'exigent dans la théorie de Newton, 
il faudrait strictement conclure que nos mouvements à, la 
surface du globe doivent, dans mie certaine mesure, avoir 
leur contre-coup dans le ciel : si deux enfants se prennent 
aux cheveux, leur lutte doit certainement faire varier les 
constantes arbitraires du mouvement de la terre autour du 
soleil, effet négligeable certes, mais à tout prendre, de 
même nature que l'effet produit par la dislocaiion d'une 
planète sous l'action de forces intérieures. 

Pendant le choc nous avons vu que les variations brus- 
ques de vitesses sont régies par une loi simple qu'on peut 
regarder comme dérivée de la loi de l'action et de la réac- 
tion au moins pour un point matériel, mais celte loi est 
insuffisante à définir les deux nouvelles vitesses, elle définit 
l'une au moyen de l'autre. Mais la dislocaiion produite 
nous admettons que les deux morceaux de la planète cassée 
seraient encore régis par l'attraction newtonienne. 

Kous n'avons aucune preuve d'uu pareil fait, dout nous 
ne doutons guère cependant. 
De même quand nous admettons qu'un fil après avoir 
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modifié le mouvement d'un corps ne modifie pas la relation 
fonctionnelle, dont on parlait plas haut, entre les accéié- 
ralions des corps en présence, supposés libres, leurs vites- 
ses et certaines variables physiques définissables; nous 
n'en avons aucune preuve directe; si la tension du fil a agi 
à l'époque t, «ne fois son effet produit, elle no modifie plus 
le cours naHirel des choses. 

Mais alors une question se pose : y a-t-il une relation 
nécessaire entre l'accélération naturelle J du point supposé 
libre et l'accélération _;" qu'il prend en vertu de liaisons con- 
nues; évidemment oui! Nous supposons, bien entendu, ces 
liaisons incapables de modifier le cours naturel des choses 
actuel, c'est-à-dire la relation qui existe entre les éléments du 
mouvement, positions, vitesses, accélérations et cerlaines 
variables physiques que nous supposons non modifiées par 
les liaisons. 

Les liaisons sont considérées comme ne comportant pas 
de masse. Considérons d'abord des liaisons indépendantes 
du temps. Observons que les liaisons font sur le corps de 
masse m le même effet que l'effet d'une petite barre agis- 
sant sur le corps libre et avec une tension T 

THmXO'-J) 

donc en généralisant le postulat de l'égalité de raction et de 
la réaction nous devons regarder le corps comme exerçant 
sur les liaisons îa force T ' 

T'^mX(J~j) 

L'ensemble des forces T' doit se faire équilibre sur les 
liaisons, car autrement elles auraient communiqué à l'un au 
moins des corps du système une nouvelle poussée. 
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On peut encore dire que les réactions exercées par des 
liaisons réversibles sont toujours des forces qui forment un 
système en équilibre sur ces liaisons. 

Ce fait est évident quand il s'agit de réactions sta- 
tiques, mais il ne l'est plus du tout quand on envisage les 
réactions pendant le mouvement; toutefois nous l'avons admis 
implicitement pour le corps idéal que nous appelons un fil. 
Quoi qu'il en soit, il constitue à proprement parler le prin- 
cipe de d'Alembert. 

Ce principe est un peu plus complexe quand les liaisons 
dépendent du temps (. Le système statique à liaisons dont 
il faut alors considérer l'équilibre statique s'obtient en 
faisant t= constante dans les équations de liaison. 

On peut dire qu'il équivaut alors au principe de la moin- 
dre contrainte généralisé, et sous cette forme il est plus 
plausible. 

A la vérité le prmcipe de d'AlemOerl dans le cai de 
liaisons variables constitue im postiilatum nouveau. 

Le principe de d'Alembert. peut être appliqué pendant 
tout le cours du mouvement et conduire à l'intégration des 
équations du mouvement. Pour plus de netteté, appliquons- 
le au problème du pendule composé. 

Le cours naturel des choses dans les phénomènes de 
pesanteur, c'est que l'accélération de tout corps libre dans 
sa chute libre recliligne ou non est constante et égale à g, 
dirigée suivant la verticale. Adoptons cet état naturel de 
mouvement d'un corps libre et supposons que plusieurs 
points liés entre eux d'une manière invariable forment un 
corps rigide mobile en toute liberté autour d'un axe hori- 
zontal, le seul mouvement possible d'un point du corps de 
masse m est un mouvement circulaire autour de l'axe. 
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Cherchons l'accélération réelle d'un point dans un mou- 
vement circulaire. Rappelons-nous la définition de l'accé- 
loration. 

Par un point I, menons à chaque instant un vecteur lA 
représentatif de la vitesse de M; et cherchons la vitesse 
du pointfiguratif A ; nous savons que cette vitesse sera l'ac- 
célération de M; soit OM — r et soit >■> la vitesse angulaire 
du rayon OM. 

lA représente <»r. 

IB représente {w -|- du,)r. 

Menons lA' = lA ; le vecteur AB est la somme géomé- 
trique du vecteur AA' et du vecteur A'B ; le premier vec- 
teur est égal à V«> = w-r ; le second est égal ^ -^— -£r. 

On voit donc que l'accélération de M est la somme géo- 
métrique d'une accélération dirigée de M vers 0, ou cen- 
tripète est égale à mV, et d'une accélération tangentielle 
qui, dirigée suivant la tangente dans le sens du mouve- 
ment , est égale à r ^' 

Nous aurons donc, d'après le principe de d'Alembert, à 
exprimer l'équilibre, moyennant les liaisons, des forces : 

mgi suivant la verticale, et des forces — mr '-^, — m„i-r 

la somme des moments de ces forces par rapport à l'axe 
est, en désignant par x la distance du point m au plan 
vertical contenant l'axe 

— ^m(jx — lm!-'-r- 
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d'ailleurs, si l est ia -valeur de x relative au centre de gra- 
vité G du corps de masse totale M. 



d'ailleurs, si o est l'angle qae fait avec la verticale la per- 
pendiculaire *■„ menée de G sur l'axe 



- sMr. 



C'est l'équation du mouvement du pendule. 

C'est précisément à propos du problème du mouvement 
du pendule que BernouiUi entrevit pour la première fois le 
principe de d'Âlerabert. 

On voit nettement par cet exemple que le principe de 
d'Aiembert n'est intervenu efficacement ici que parce que 
!e mouvement naturel de tout point libre était connu ; il 
permettrait aussi aisément d'étudier par le calcul le mou- 
vement d'un solide pesant. 

Au point de vue expérimental, nous regardons les solides 
proii'iiir'^'''' ii^turels comme des assemblages de particules situées à 
e ja force, des distances peu variables les unes des autres ; or, dans 
la pure statique du corps rigide , nous avons regardé 
comme supprimable toute paire de forces égales et con- 
traires ayant même ligne d'action ; l'expérience conduit à 
modifier sensiblement ce point de vue ; elle nous conduit 
à nous préoccuper des surfaces sur lesquelles des forces, 
tensions ou pressions se répartissent, et une paire de forces 
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du genre de celles dont on vient de parler n'est suppri- 
mable que si les tensions, par unité de surface, ne dépassent 
pas une limite donnée, et si les pressions (obliques ou nor- 
males) exercées à la surface du corps et rapportées en 
chaque élément à l'unité de surface ne dépassent pas cer- 
taines valeurs que l'expérience indique. Ces tensions, ces 
pressions n'ont pas besoin, pour le moment, d'être définies 
avec précision, car nous reviendrons, par la suite, sur ces 
considérations ; je veux seulement indiquer pour le moment 
comment certains mouvements imposés peuvent produire 
à l'intérieur d'un solide naturel de nouveaux eiïorts élas- 
tiques. 

Considérons d'abord un certain système de repères oîi 
les particules libres aient un mouvement naturel connu, 
dont le déterminisme pourrait, à la rigueur, dépendre 
d'autres particules; supposons que ces mêmes parlicnles, 
an lieu d'être isolées, soient assemblées pour former les 
éléments d'un solide naturel, le principe de d'AIembert 
permettra de former les équations . du mouvement du 
solide, exactement comme nous l'avons fait pour le pen- 
dule composé, les forces efficaces ne fatiguent pas les liai- 
sons, la fatigue des liaisons proviendra uniquement des 
forces perdues. 

Il est indispensable quand le mouvement (ou l'équilibre) 
(in corps est connu par le principe de d'AIembert combiné 
avec celui des vitesses virtuelles de revenir à la détermina- 
tion de cette fatigue des liaisons. 

Le principe du travail virtuel élimine ces liaisons, et il 
faut des hypothèses supplémentaires pour les déterminer. 
C'est ainsi que la statique du corps rigide ayant pour pre- 
mier soin d'éliminer les tensions mutuelles intérieures par 
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le premier de ses postulats ne saurait rien apprendre sur 
celles-ci qui dépendent de la lliéorie de l'élasticité. Il nous 
suffit de considérer l'équilibre puisque le principe de 
d'Alembert ramène précisément la recherche du mouve- 
ment à la considération d'un certain équilibre auxiliaire. 

Pour abréger le langage et suivant une dénominalioa 
déjà employée nous appellerons force le produit de la 
masse du point par l'accélération qu'on peut prédire pour 
lui lorsqu'il est libre dans des conditions géomélriques ou 
physiques identiques. 

Considérons alors un système à liaisons soumis à des 
forces données, et voyons le surcroît de fatigue des liaisons 
qui peut résulter d'un mouvement imposé. Examinons le 
cas particulièrement simple d'un corps rigide lié à un axe 
en mouvement de rotation, soit F la force qui sollicite une 
particule M libre supposée libre, [a son moment par rapport 
à l'axe de rotation; en raisonnant comme pour le pendule 
composé on aura pour forces efficaces : la force taiigentielle 
me ^ et la force centripète mtuV. 

Bans les conditions d'équilibre celle-ci disparaît, mais il 
faut en tenir compte dans le calcul des réactions des liai- 
sons sur le corps, soient F^ P^ F, les trois composantes de F : 
\° parallèle à l'axe, 2" tangenlielle, 3° dirigée suivant le 
rayon du cercle imposé au point d'application; les compo- 
santes de la force perdue sont : 

F., ., + „,„.,., .,-,.4 

eL ce qu'il importe de considérer dans l'équilibre élastique 
à l'intérieur du corps ce sont les fatigues produites par ces 
forces perdues sur les différents points intérieurs du corps. 
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Dans le cas simple du mouvement uniforme les compo- 
santes se réduisent à 



Au point de vue de la fatigue le solide naturel sera dans 
le même état que si on adjoignait la force wjwV à la force 
F qui agit sur chaque particule, cette force est ce qu'on 
appelle la force centrifuge; on l'appelle quelquefois une 
force fictive ou apparente, c'est une très mauvaise dénomi- 
nation dont nous verrons tout à l'heure la raison. 

Pour l'école cinématique la force centrifuge est une force 
apparente, pour i'école statique c'est une force très réelle 
puisqu'elle produit une fatigue des forces des liaisons qui 
peut aller jusqu''à la désagrégatiou du corps, comme cela se 
produit dans une meule qui tourne trop vite et qui éclate. 

La prétendue force apparente peut donc devenir une 
sérieuse réalité. 

Il est important de nous rappeler que les forces perdues 
sont indépendantes des repères géométriques du mouve- 
ment, or il résulte de là que dans tout mouvement défini la 
connaissance des forces intérieures de liaison ne dépendra 
pas de ces repères. 

Celte remarque suffît à la mécanique industrielle. Ainsi 
considérons le système d'un corps qui tourne sur ses 
appuis, uniformément autour d'un axe, les fatigues des 
liaisons proviendraient des forces P^, F, + î»">V, F„ mais 
celles-ci ne dépendent nullement des repères géométriques 
auxquels il nous plaît de rapporter le mouvement. Il y 
aura lieu de tenir compte des forces perdues non seule- 
ment pour le corps qui tourne, mais pour ses appuis. 
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Pour achever cette analyse de la notion de la force 
centrifuge, étudions et comparons les réactions qu'un corps 
entraîné dans un mouvement de rolation éprouve : 1° dans 
le cas où il est à une distance invariable de l'ase ; 2° dans 
le cas où il pourrait glisser librement sur une barre qui 
rencontre l'axe perpendiculairement. 

Dans ce second cas seulement, il y a mouvement relatif; 
l'accélération j qui résulte de ce mouvement est aisée à 
calculer si v> désigne la vitesse de rotation et r la distance 
variable du point à l'axe, on trouve : 

j :=:, m'/- (dirigée pendant le rayon ceiiti'ipL^tc) + ( '' t — h 2 m .t ( dirigée 
suivant la I an génie dans le mouvement) 

Soient J Taccélération naturelle du corps, J, et J,; ses 
projections sur la direction t de la tangente et sur la direc- 
tion n du rayon, l'équilibre de d'Alembert s'exprimera en 
écrivant que la force perdue est perpendiculaire à la barre 
sur laquelle le corps peut glisser librement. 

On a ainsi : 



Calculons la réaction ml-î de la barre sur le point, soient 
Rj et R„ les projections de E sur la direction du mouvement 
circulaire d'entraînement et sur la barre : soient F); el J; 
les projections de R et de J sur la direction s de l'axe de 
rolation. 

Exprimons l'équilibre du point libre sous l'influence des 
réactions de la barre et de la force perdue, qui a pour 
composantes, suivant les directions n, t, z. 
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les conditions de l'équilibre du point seront 

on a donc, d'après l'équation même du mouvement trouvée 
plus haut, 

II, = 

Considérons maintenant un point fixé à la barre, il n'y 
a plus de mouvement relatif, mais il y aura toujours équi- 
libre relatif entre la force perdue, la force mJ agissant 
sur le point fixe et la réaction mS de ce point, désignons 
par S„, S,, Sj les projections de S sur les trois directions n, 
t., s, on aura 

,/r -t- J„ 4- S„ = 
■\t + S, = 
.1, + S3 = 

Si on compare ks réactions R et S, on voit que l'on a 
en la même position de la barre 
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Deux des composaiiles des réactions sont égales, l'une 
d'elles est précisément la force ceulrifuge. 

Reraanjue importante. 

Supposons que les liaisons lixes ou variables étant 
exprimées dans un système de coordonnées S, on puisse 
exprimer tes mêmes liaisons dans un autre système de 
coordonnées S'; les accélérations réelles et les accéléra- 
tions naturelles changent naturellement; mais, en vertu 
du théorème de Goriolis, chacune de leurs différences ne 
change pas : les forces perdues, et, par suite, les réactions 
des liaisons sont des éléments invariants. 
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Le principe de l'inertie 
et quelques théorèmes généraux de la mécanique. 



— Nous n'avons fait jusqu'ici aucune hypothèse sur 
l'accélc ration naturelle, car nous ne nous sommes jusqu'ici 
intéressés qu'aux forces de liaisons, les seules qui méritent 
nettement le nom d'efforts; en somme nous avons appris à 
former les équations des mouvements de corps soumis à 
des liaisons, quand les accélérations naturelles de ceux-ci 
sont connues. Et nous avons obtenu ainsi des résultats tout 
à fait indépendants d'aucune hypothèse faite sur l'accélé- 
ration naturelle; si ce n'est que : les liaisons ne modifient 
pas la prédiction des accélérations naturelles. 

On peut caractériser la mécanique des liaisons en disant 
qu'elle suffit à la mécanique industrielle. 

Sans doute, la mécanique dos liaisons repose sur le 
théorème du travail virtuel, qui au premier abord paraît 
violé maintes et maintes fois, par le frottement. 

L'objection paraît d'autant plus fondée que la démons- 
tration de Lagrange que j'ai reproduite avec quelques 
variantes dans le précédent chapitre, emploie des machines 
.où il y a déjà frottement. 

Ces machines moufles, à vrai dire, ne jouent qu'un rôle 
schématique auxiliaire, mais l'hypothèse de l'absence de 
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frottement a été implicitemeût admise dans les liaisons 
étudiées elles-mêmes, lorsque devant un système à liaisons 
complètes où il n'y a qiihtne force unique admettant une 
composante, suivant la tangente à iin déplacement possible, 
nous avons admis que ce déplacement devait se produire. 

L'objection est donc sérieuse; Yoici ce qu'on peut y 
répondre : 

Lorsque deux corps solides sont en contact par un point 
de leur surface supposée régulière, leur action mutuelle 
n'est pas tout à fait dirigée suivant la normale commune. 
On est obligé d'en tenir compte par l'introduction d'une 
force tangentielle particulière qu'on appelle frottement. Et 
l'on ajoute, d'ailleurs, souvent : Les propriétés dont on dote 
d'ailleurs celte force sont obtenues empiriquement. 

Si l'étude du frottement est forcément limitée, ce n'est 
pas à l'expérience qu'il faut s'en prendre, c'est plus encore 
aux données théoriques que l'on impose à l'expérience. 

On lui demande de déterminer la force tangentielle qu'il 
faut combiner avec la pression normale pour mettre dans 
divers cas particuliers la mécanique idéale en accord avec 
l'observation : orl^il faudrait tenir compte de l'élasticité des 
solides naturels en contact et surtout; 2° il faudrait savoir 
si le système physique étudié est suffisamment défmi par le 
contact de deux corps rigides ou même faiblement élasti- 
ques, n'y a-t-il pas usure? et le rôle de la partie des corps 
abandonnés est-il toujours négligeable, lorsque dans les 
débris négUgés se manifeste quelquefois plus nettement un 
phénomène de production de chaleur. 

Ceci suffit à nous montrer que le phénomène du frotte- 
ment est trop complexe au point de vue physique pour 
nous aider à constituer les premiers principes de la méca- 
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nique et nous conserverons la notion des liaisons comme 
l'image la plus simple de la science des forces et du mou- 
vemenl. 

Mais même en adoptant ce point de vue, nous avons vu 
qae le principe de d'Alembert ne peut suffire à la formation 
des équations du mouvement que si l'accélération naturelle 
est connue. 

Nous sommes ainsi ramenés au point de vue cinématique, 
qui est le point de vue exclusif de l'aslronomo, comme on 
l'a indiqué. 

Relativement à ces accélérations naturelles, y ou à la 
force mj, nous ne savonè rien. 
Nous allons faire à leur égard une dernière hypoUièse : 
Nous supposons qu'il existe un système de coordonnées 
dans lequel tous les points matériels exercent les uns sur 
les autres des forces mutuelles égales deux à deux. Nous 
conservons encore l'hypollièse que ces forces dépendent 
d'un état actuel suivant un mode connu. Si d'ailleurs un 
pareil système de coordonnées existe, il en existe une infinité 
qui sont en mouvement rectiligne et uniforme par rapport 
au premier. Celte notion métaphysique donne lieu à des 
théorèmes généraux que nous allons maintenant résumer. 

Si, dans un espace, des points matériels sont soumis à 
des forces mutuelles, et si l'on considère un plan P fixe 
dans cet espace et le mouvement de chaque point projeté 
sur ce plan, puis la somme des aires décrites par le rayon 
vecteur allant d'un point fixe de ce plan jusqu'à la projection 
du mobile sur le plan, chaque aire étant multipliée par la 
masse du mobile correspondani, cette somme d'aires croît 
proportionnellement au temps. 
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En effet, soient M^ et Mj deux points exerçant l'un sur 
l'autre une aclion mutuelle, F,;,- comptée par exemple positive 
comme répulsive, les équations du mouvement do chacun 
de ces points seront, par la définition même de la force 
capable de prédire le mouvement : 

^ := s F,i fci^ 

(Xi, iji, z„ coudamiiés du point M, 
r,;^ dislaiice des deux points 
M, et M;. 

: 2 F,j lii^^ 



On déduit des deux premières équations 

, ^'> - V ir r(^f - ^j) Vi - iVi — yj) ^.] 



"'(."■ W -"■ Tel =^''" 



Ajoutant membre à membre toutes ces équations relatives 
aux divers corps du système. 
On aura 

/■ d- v, d' Xi\ f. 

or, le premier membre peut s'écrire 
on aura donc en intégrant 
G" désignant une constante. 
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Or, si on adopte des coordonnées polaires dans le pian xy, 
on aura : 



d'où 



,, — arcJq- et (lai = — Vtï — 

■' ir~ V'' t ^' dt ) 



l'équation E peuL donc s'écrire 

' il 
d'oLi en intégrant 

II" désignant une variable constante. 

C'est le principe des aires relatif à l'origine et au plan 
des xy. 

Bans un univers qui serait composé de points matérieis Application 
tous observables, le principe des aires établit une relation . . 
entre une horloge absolue et un ensemble de trois directions 
absolues. 

Tout d'abord si on possède un point absolu fixe et des 
directions absolues, le théorème des aires définit «ne 
horloge absolue sauf le cas 1res parliculier où G" sérail égal 
à zéro ; s'il en était ainsi, on prendrait le mouvement 
projeté sur l'un et l'autre des plans de coordonnées. 

Nous démontrerons tout à l'heure que si on possède une 
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horloge absolue, on peut déiînir des directions lixes à 
chaque instant par rapport aux points matériels observables. 
Rappelons d'abord un autre théorème bien connu. 

Théorème. — Dans un espace oîi les forces agissant sur 
les différents points du système sont mutuelles, le centre 
de gravité se ment uniformément. 

On part des équations du mouvement 

/ â^xi Xi — Sj 

I '"'■ ,„. - !■ i} —;r— 
) "" di' - ' 'J ~F7 



d'oij en ajoutant membre à membre les équations relatives 
à une même coordonnée, x par exemple 

dr ' ' r.-j 

d'oii Xm; X;~nt-[-b 

On trouverait de même 

S miZi — a"t-\-b" 

ce qui démontre le théorème, caries premiers membres de 
ces équations ont, en désignant par t„, ■/■,„, :;„ les coordon- 
nées du centre de gravité, les valeurs 

^,M, vM, ;„M; (M = Sm) 
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Remarque. — Le principe des aires est applicable daos 
le mouvement relatif par rapport au centre de gravité, 
car soit posé : 

l x^ = l. + l. 

ï/i = ïlo + Y;; 



--(^^^-'t)---^-o(^H-':^)-'^^+^<-^î)] 



ou, en vertu des identités : 



2; î«( -/li — 
^ »»i li " 

égalité qui démontre la remarque susdite. 

— Seconde application du principe des aires : Onenta- 
tion de l'espace absolu déduite des mouvements relatifs 
d'un système isolé. Considérons un ensemble S de points 
matériels observables obéissant dans un certain espace E à 
la loi de l'action et de la réaction dynamiques ; on considère 
à chaque instant des axes fixes dans l'espace E, et on peut 
se proposer de rattacher à chaque instant la position des 
axes considérés à la siluation actuelle des points matériels 
supposés lous observables ; il suffit pour cela d'avoir une 
horloge marquant le temps absolu. On peut considérer un 
problème plus général déduit du précédent en supposant 
que les corps du système S soient dans l'espace B soumis 



y Google 



à leurs actions mutuelles réciproques et en outre à une 
pesanteur commune à tous les points, variable d'ailleurs 
en inleusité et en direction. Le deuxième problème se ra- 
mène au premier, car les équations du mouvement dans 
l'espace E étant alors pour chaque masse m,- 

X. Y. Z désignant les projections sur les axes absolus de 
l'accélération due à la pesanteur commune supposée. 

En ajoutant ces équations membre à membre on olilieut, 
en faisant S; m, = M. 



= M. Y 
= M. Z 



ou si on appelle ^c, y^, =o, les coordonnées du centre de 
gravité G du système S. 

(2) I ?> = ,• 
! = Z 
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si on veut les mouvements par rapport au centre de gra- 
vité, c'est-à-dire par rapport à un espace Eo ayant pour 
origine le point G et pour axes des axes parallèles aux 
axes de E, on fera : 



les équations (1) deviendront en vertu de ("2) 



La pesanlenr commune a disparu. 

On voit que le principe des aires s'applique alors par 
rapport à l'espace E^. 

Il s'applique d'ailleurs à tout espace E'^, parallèle au 
premier, ayant pour origine un point dont le mouvement 
par rapport à E» serait recliligne et uniforme. 

Les équations (3) devraienf, en effet, être remplacées 
dans ce cas par celles-ci : 

*. = ^o-|-^H-«' + "' 

les équations (^) ne seront pas modifiées. 

Ainsi, qu'il s'agisse du problème réduit ou du problème 
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plus général, nous partirons de ce fait que le principe des 
aires est applicable au mouvement rappoi-lé à l'espace E„. 
- Ceci posé, rappelons les formules qui se rattachent à la 
détermination des vitesses des différents points d'un corps 
rigide qui pivote autour d'un point fixe. Prenons ce point 
comme origine des coordonnées. Une rotation inliniment 
petite « autour de l'axe des x laisse inaltérée la coordonnée 
X d'un point du corps rigide, mais soit p la distance inva- 
riable de ce point à l'axe, on pourra poser : 



par l'effet de la rotation a estimée positive dans le sens de 
l'orientation du Irièdre des coordonnées (voir 1" leçon 
y et s vont s'accroître de quantités infinimenl petites dont 
les parties principales seront 

Sy = — P Siu rp I = — a; 

De ces formules on déduit que trois rotations infiniment 
petites a, fi, Y, effectuées successivement dans un ordre 
quelconque autour des axes ox, oy, oz déplaceront le point 
M suivant un vecteur infiniment petit dont la grandeur et 
le sens seront, aux infiniment petits du deuxième ordre 
près, représentées par ses projections A^r, \y, is, au moyen 
des formules suivantes : 

i^ = !iJ - -tii 
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io;î 



L'ordre des rotations a, en effet, une influence sur les rota- 
tions finies, mais un changement dans l'ordre des rotations 
n'amène dans le déplacement du point M que des varia- 
tions infiniment petites par rapport à ce déplacement lui- 
même, et par conséquent n'intlnera pas pour la détermina- 
tion des vitesses, en sorte qu'en posant 

a — pdf, ^ — qdt, ■; = rit 

on aura ces formules donnant les composantes de la vitesse 
V de M produite par les rotations p, ç, r, estimés suivant 
les axes en ox, oy, oz 

r -- <i' - ni 



En s'appuyant sur ce théorème d'Enler, qui montre que 
tout déplacement d'une figure qui a un point fixe peut 
être obtenu par une rotation efiectuée autour d'un axe 
passant par ce point, il serait aisé d'établir que pdt, qdt, 
rdi, sont aux infiniment petits du second ordre près, les 
projections sur les axes de coordonnées de la rotation wrf' 
qui d'après Euler produirait le déplacement infiniment du 
corps rigide considéré pendant le temps dt. Les formules 
(3) peuvent encore être établies par les formules de la 
géométrie analytique. 

Sans insister davantage sur ces démonstrations bien 
connues, je veux montrer le parti qu'on peut tirer des for- 
mules (S) pour le problème que noua nous sommes proposé. 
Considérons deux systèmes d'axes rectangulaires ayant 
point fixe et représentons les cosinus des angles que 
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les demi-axes forment deux à deux par le iableau sui- 

Yanl : 

X Y 'Z 



qui donne les cosinus de l'angle d'an des demi-axes oX, 

. oY, ûZ forment avec l'un des demi-axes Ox, Oij, Os, au 

point de concours de la colonne relative au premier avec 

la ligne relative au second. 

Ces cosinus satisfont d'ailleurs aux relations bien connues 



È'j -]_(,'!+?/'*=! 

.^ + c'= + c"' = I 
ab + a:b" + a"b" = 
bc-\-b'c' -{-l>"c" = 
cn-!^ca"-}'c"a"=0 



f-^b^ 



= \ 



uiJ^b"' + c'' = l 
a-'-^-b-^ + r-^l 
aa'-\-bb' + cc'=zO 
a'a"-\-bT-^c'c"=iO 

a'a4-b"l->rc"c = 



Les deux groupes de relations s'entraînent d'ailleurs 
mutuellement l'un et l'autre. 

Les cosinus satisfont encore à des équations différentielles 
qui les relient aux quantités p, q, t, si l'on suppose que 
l'on étudie le mouvement du système d'axes 5 {ox oy oz) 
par rapport au système S (OX, OY, OZ). 

Considérons en etfet un point A situé sur OX à la dis- 
lance 1; ce point, lixe par rapport au système S, est mobile 
par rapport au système s, ses coordonnées dans le système 
s sont d'ailleurs a, b c, en sorte que les projections de sa 
vitesse relative sur les axes ox, 01/, oz, sont 
(la dh de 

di' Th' dt 
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Considérons maintenant le point de s qui coïncide 
exactement avec A, il est enlraîné dans le mouvement du 
système s, or le déplacement infiniment pelît du sys- 
tème S, équivaut à une rotation «xlt autour d'un certain 
axe passant par 0. 

Soient p, q, r, les projections de cette rotation sur les 
axes ox, oy, os, la vitesse d'entrainement du point considéré 
aura d'après les formules (5) pour projections sur les axes 
qc — rl, ra — pc, pb ~ qa; 

Or, d'après le théorème démontré sur les mouvemenls 
relatifs (Gh. III, p. àl), la vitesse absolue du point A (vitesse 
nulle d'ailleurs) est la somme géométrique de sa vitesse 
d'entraînement, et de sa vitesse relative. 

Donc 

en prenant un point B situé à une distance I sur 0, puis 
un point G situé à une distance 1 sur OZ on verrait que 
le groupe a' b' c' comme le groupe a" b" c" vérifie le même 
système d'équations différentielies que le groupe a.b.c, à 
savoir le système suivant, où u, t>, w seraient les fonc- 
tions inconnues, de la variable t : 



(7) ,,-,- + -,-=0 
I ;w — (/». + -. 



\ 



él 
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On vcriEie, d'ailleurs, que ce syslèrae jouît des pro- 
priétés suivantes : 
1° II admet l'intégrale 



u' + j)' 4- "-■'" = consi 



nte - Cl 



2° Si les groupes de fonctions de /, ; 

G [u, V, w) et G, {((', v', w") sont solutions do 7 
Oïl a uu' -\- w' -\- ivw' — constante — Go 

On voit donc que si l'on constitue trois groupes de solu- 
tions G,, Gj, Ga, telles que l'un des deux groupes (6) soit 
vérifié à l'époque f„, le groupe 6 continuera à être vérifié 
à toute époc[«e. On aura donc défini un mouvement relatif 
de deux systèmes d'axes par la seule détermination des 
quantités p, q ei r en fonction du temps. 

Revenons maintenant au mouvement des systèmes et 
supposons que le mouvement relatif des points soit connu, 
il existera dès lors un système d'axes Ox, Qy, Ox par 
rapport auquel le mouvement du système est connu ; 
on pourra é-videmment adopter pour le centre de gravité 
des masses en mouvement. 

Prenons pour inconnues auxiliaires les p.q.r. ; la vitesse 
absolue d'une particule a pour composantes, suivant les 
axes cutraînéa. 



V. = qz - 



'■H- 



(8) V. =o-p.-h;, 
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Or, sur des plans fixes qui coïncideraient avec les posi- 
tions actuelles des plans de s, les théorèmes des aires 
relativement à ces plans seraient /, m, n, désignant les 
projections d'un Yccteur fixe sur les axes mobiles 

s M {x^y - yy.r) — n 

je dis que /, m, et n représentent les projections dans le 
système *■ d'un vecteur fixe dans le système S. 

Cela est évident, si on connaît déjà la composition des 
aires, des moments ou des couples. 

Si non, il nous faut reconnaître que si X Y Z sont des 
coordonnées fixes et si Ft t^ P^ sont les projections d'un 
vecteur invariant par rapport à la direction des axes, les 
quantités L, M, N, définies par les égalités 

L = VF. - ZF„ 
M=:ZF^ — XF, 
N = XF„ — ÏF. 

définiront encore les projections d'un vecteur également 
invariant par rapport à la direction des axes. 

D'ailleurs, pour comparer deux groupes (L, M, N) définis 
dans, deux systèmes d'axes de même origine, il suffit de 
comparer plusieurs fois deux pareils groupes définis dans 
deux systèmes d'axes qui ont un axe commun ; or, pour 
deux pareils systèmes, il suffit de reconnaître que la même 
substitution double 



F,,, == Fi cos (f + r„ sin ï, X ' = X cos 9 -f Y siii ï 
Fj,, = _F,siLi^ + F,co5'9 I Y' = -Xsiij;p + Ycoso 



yGoosle 



10a OBIKNTATION ABSOLUE. 

produit, sur les (|uanLi[és L M N, qui se changent en L 'M' N ' 
la même subsUluUon 

M' = — 1. sii]^-t-M'cos9 

or la vérification est immédiate. 

Les valeurs de /, m, n peuvent être calculées au moyen 
des valeurs de V,^, V^,, V.. des formules (8). 

Posons alors 

,' A = 2m (f + î.=), B = i:m [:^ + x% C = Sm (x'' + ,f) 

'( .=4l-4!), ^=-(4-S), v=-(«ï-.'^) 



Nous trouvons ainsi 

;=;jA — 7l' — i'\i -\-A 
m ^ - ,,K + qb - ,D + -^ 

'^ = - r^i + 'Ji> - '-c H- V 

lin sorte qu'en désignant par P^, Qo, \i„ les composanles 
fixes du vecteur (/, m, /() sur les ases fixes primitifs on 
aura, pour la détermination des neuf cosinus, le sys- 
tème : 
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,,A - ,P _ rE + ). = oP, + »-Q. + «' -II. 

— pF + ïB — rD + n = SP.+ 4'Q. + l"H. 

- pE - ,D 4- ,.C + V = tl>. + t-Q„ + E-'R. 



10 < 







j^ -j-ra — pc-0 




j^ + pb-qa=.0 




% + ..'~ry = o 


X,|A,vsontcon 


f + --.-o 


nus par l'obser 
valion ilii moii- 


|^ + l*--9«' = 


veraent relatif. 


%r + ,'"-rV^o 





~ fc" = 



\ dt 



+ ?!■>' 



On peut toujours supposer qu'à l'époque inilialo le sys- 
tème d'axes OX, OY, OZ coïncide avec le système d'axes 
Ox, Qy, Oz. Ce qui donne les valeurs initiales 



' = 



Le système précédent pourra donc être intégré, pourvu 
que l'on connaisse les constantes P,, Qo, B»- 

Je vais montrer que les quantités p, q, >■ peuvent être 
déterminées à chaque instant da mouvement, et en parti- 
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culier au début, sans aucune intégration, du moins lorsque 
les corps en présence sont suffisamment nombreux. Je m'ap- 
puierai à cet effet sur le théorème de Goriolis que nous 
avons déjà vu et sur la distribution des accélérations dans 
un corps rigide qui pivote autour d'un point fixe, que je 
vais maintenant indiquer. Soit OA le vecteur représentatif 
de la vitesse de rotation w actuelle, soit OA' le vecteur 
représentatif de la rotation w' à l'instant t-\-dt, on peut 
le considérer comme la résultante géométrique du vecteur 
OA et du vecteur Of, auquel ou donne le nom d'accélé- 
ration angulaire élémenlairej l'accélération angulaire étant 
représentée par le vecteur dirij'é !im. -^, nous la dési- 
gnerons par a. 

La distribution des vitesses dans le corps rigide à 
l'époque t résulte simplement de <■>; la distribution géomé- 
trique des vitesses dans le corps rigide à l'époque t -\- di 
résulte de la nouvelle valeur de w; en cherchant la varia- 
tion géométrique de !a vitesse d'un point quelconque du 
corps rigide, on aboutit simplement au résultat suivant : 

Soit OA le vectenv représentatif de w et 011 le vecteur 
représentatif de «. 

L'accélération du point M est la résultante de raccélération 
centripète qu'aurait ce point dans un mouvement circulaire 
uniforme autour de l'axe w avec la vitesse (u, et de la 
vitesse figurative qu'aurait le point M s'il tournait autour 
de 01 avec la vitesse angulaire figurative a. 

La première composante est dirigée suivant la perpendi- 
culaire MP à OA (MP = f) et est égale à <u'p, la seconde est 
perpendiculaire au plan OHM, et si a désigne la distance 
du point M à OH, elle sera égale à a». 

Si p, g, '■ sont les composantes de i» suivant les axes, et 
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si TT, X, p sont les composanles de l'accélércaLion angulaire, 
on pourra calculer l'accéléralion du point M de coordon- 
nées 2:, ij, z; ce calcul, que le Ihéorème des projections 
rend intuitif, noua donne pour les composantes de l'accé- 
lération 7 d'entraînement du point M : 



p (F + m + <■•-) - (p* + < 


f + ,'). 


f + 'i' + i' 
1 (p^ + 'iij + ''ï) — (f + 'i 


' + r") S 


f + l' + r- 
r (pi + itU + Ti}- if' + f 


' + ,■■) z 



Considérons maintenant ;; points matériels formant un 
système isolé, c'est-à-dire soumis dans un espace que nous 
regardons comme fixe à leurs actions mutuelles et à une 
pesanteur commune arbitraire; si P^^ désigne l'action 
mutuelle de deux masses m, et m^ el si X;, yi, Zi désignent 
les coordonnées de la masse m^ dans un système de coor- 
données arbitrairement choisi, dont le mouvement, par 
rapport à l'espace lise, est défini par les quantités p, q, r, 
rà, /_, p, les équations du mouvement relatif seront, d'après 
le théorème de Goriolis et s, H, Z désignant l'accclcration 
due à la pesanteur commune 



,M 



ihh dx\ , d% 



■p„ _. ^J t ,; - 
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en considérant un point particulier au. système {x^, y^, z^) 
de masse m„, on éliminera les s, H, Z et on aura les 
relations 



l.ih.-U^M.^jV,-'- 



!"i^jl^j/- 



et denx autres analogues, 

Nous supposons les forces mutuelles aholiies du système 
connues, on a alors 3 {n — 1), équations renfermant les 
trois inconnues p, g, r, car 



Si donc n ^ 2, ces inconnues pourront être déterminées 
sous le bénélice de 3 n — 6 équations de condition. 

Observons d'ailleurs que les trois premières équations du 
système 10, pour pouvoir être résolues par rapport aux 
p, q, T, exigent que le déterminant : 



!■ — !■: 
Ji — D 

D f. 



soit dîftcrent de zéro. 
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Or, ce déterminant est égal à : 

— (AD= + DE^ + CF^ + 2DEF) + ABC 

ou eiicoro en posant : 

égal à : 

{y^h)(h^k)ik^g)-W-{i,^h)-W{k-\-f,-) -^F^QS^^h) -'iQY.F 

qu'on peut encore écrire : 

[H) 2{yhk-mF}+{hk-D'){li + k]^',bg-K'][l; + .j)+:!!h-V-^]{g-l-h} 

Chaque terme de cette somme est positif ou nul, car, par 
exemple l'on a : 

/(/.■ — IJ- = ïm,î/,- SnijZj- — [Sm/,-!/(,-Si]^ ^= 

Les trois différences considérées hk — \f, etc.j ne seraient 
donc nulles que si les n points formaient une ligne droite 
avec leur centre de gravité. 

On a donc 

]à > D' 

yh > r- 

et par suite aussi puisque j, h, k sont positifs 

(jhk > DEF 
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L'expression (11) est donc toujours positive à moins que 
les n corps ne soieut en ligne droite avec l'origine des 
coordonnées. 

Le plan j^e vecteur (/, m, -n) défini plus haut peut comme p, q, r 

être défini à cliaque instant sans intégration; et il a une 
direction invariable. Eq astronomie le système de repères 
adopté pour les mouvements relatifs des planètes est aligné 
sur les étoiles, on peut regarder ce système comme fixe 
pendant une période relativement courte, mais en vertu 
des mouvements propres des étoiles, les directions ainsi 
obtenues ne peuvent pas indiquer des directions absolues 
rigoureusement fixes dans la suite des siècles. 

Laplace a défini élégamment la position du plan inva- 
riable en négligeant toutefois les mouvements de rotation 
des planètes sur elles-mêmes. [Exposilion du système du 
monde, page 200). 

— Quelques remarques su?' le principe de la consercation 
du mouvement du centre de gravité, et le principe de la 
conservation des aires; la chute du chat. 

Si dans un système isolé, dont la définition a déjà été 
donnée, le centre de gravité est au repos, il reste toujours 
en repos, en sorte que si un corps solide vient à se relâ- 
cher de ses liens rigides, pais à reprendre son ancienne 
forme, son centre de gravité aura la môme situation 
qu'avant. 

Gela résulte de ce que le mouvement d'un système isolé 
admet dans l'espace absolu les intégrales : 
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(12) 



H — Cûiistanle 



'Sim;^ = K=^Con5tim 



dz, 



, = L :^ Conslaiite 
lit 



Les constantes sont nulles, si le système part du repos, 
nais alors dans ce eus on a 

[ a»(i,T;; = H' = Coiist= 
en coordannéos \ 

, , ( Si»; y miK'^ Consl= 

absolues / 

[ S/K; S; = L =: Const« 



Ainsi un corps isolé d'abord immobile, peut se déformer 
sous l'action de forces intérieures mutuelles, mais qu'il 
recouvre ou non son ancienne forme, son centre de gravité 
demeure toujours immobile. 

On peut comparer aux équations (12) les équations qui 
expriment le principe des aires dans un espace absolu, 
savoir : 

s™,.^^,'|_^,Jl) ==,:" = Constante 

Sm,.(ï/.|'~.,f )==(;- Constante 

Sm,- (z. —' — x^ ~^ =C'~ Constante 
\ (il il/ 

Les équations analogues ont lieu par rapport à des axes 
fixes ou du moins par rapport à des axes qui définisaeût 
l'espace E oîi le système est isolé, sans pesanteur commune 
à tous ses points; si le système est isolé, avec pesanteur 
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commune à tous ses points on a vu plus haut, que tes 
équalions soni encore valables dans le mouvement autour 
du centre de gravité. 

Les quantités G. C, G" sont toujours les projections d'un 
vecteur, fixe dans l'espace E. 

Avant d'envisager comme pour le mouvement du centre 
de gravité le cas où les constantes G, G', G" seraient nulles, 
observons que le corps supposé rigide ne peut avoir par 
rapport à son centre de gravité qu'un mouvement de ro- 
tation; alors si I est le moment d'inertie du corps par rap- 
port à cet axe, on voit par la composition des aires, justiûée 
plus haut, que le vecteur (G. 0', C") est égal à 

le. 

I» désignant la vitesse de rotation actuelle du corps rigide, 
mais il ne faut pas croire que le corps va constamment 
tourner autour d'un axe de direction invariable, cherchons 
les conditions nécessaires pour qu'il en soit aiusi. On peut 
les obtenir par la considération de l'équilibre de d'Âlembert. 
Dans le mouvement autour de son centre de gravité, d'un 
sohde qui n'est soumis à aucune force extérieure dans l'es- 
pace E, nous savons par le principe de d'Alembert que les 
forces d'inertie relatives à cet espace E doivent se faire 
équilibre, or dans le mouvement d'un solide autour d'un 
point fixe, l'accélération d'un poiut se compose de l'accé- 
lération centripète due à la rotation w autour de l'axe ac- 
tuel et de l'accélération représentée par la vitesse figurative 
du point due à une rotation figurative égale à l'accélération 
angulaire «■ 

Nous devons exprimer l'équilibre autour du point de 
toutes les forces d'inertie. 
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Nous avons déjà donné les conditions de cet équilibre en 
coordonnées cartésiennes, mais sans développer ces condi- 
tions, on voit que si les forces d'inertie dues à la force 
centrifuge née de la rotation oi, sont déjà en équilibre, les 
forces d'inertie dues à l'accélération angulaire devront être 
aussi en équilibre, mais d'après la composition des mo- 
ments ou des aires justifiée plus haut (p. 103), celles-ci 
donnent lieu à un moment représenté par un vecteur dirigé 
suivant l'accéléralion angulaire et égale au produit de cette 
accélération multipliée par le moment d'inerlie du corps 
par rapport à cet axe, ce dernier moment dinerlie étant 
différent de zéro (liormis le cas où le corps se réduisait à 
une droite dirigée suivant l'accélération angulaire), le se- 
cond équilibre partiel, conséquence du premier équilibre 
partiel, exige donc que l'accélération angulaire soit nulle 
et réciproquement. Ainsi la condition nécessaire et suffi-, 
saute pour que la rotation ^ passant par le centre de gra- 
vité du corps solide persévère indéfiniment autour du même 
axe est que les forces centrifuges dues à cette rotation se 
fassent équilibre sur le centre de gravité du corps. 

Ces conditions s'expriment simplement, car, d'après un 
calcul déjà utilisé plus haut, on a, pour les composantes 
X, Y, / de la force centrifuge de ia masse m, 

t.rX = m [{f + f + r"-) x-p {px + (/(/ -|- rz)] 
oj'-V = m {{f -\- f + r^J !, — g ( pa: + 9!/ + rz)] 
lù"--/, = m[{f-\-q''-{- r^) z ~ r [px -\' qtl + rz,] 
'»- -fi- f + !■' 

p, ç, r désignant les projections de lu sur les axes, les con- 
ditions d'équilibre des forces X, Y, y, autour de l'origine 
sont : 
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s (Yx _ Xy) = 

■ S (Zy - Yz] = 

S (Xï — Zat; = 

c'est-à-dire, d'après les précédentes valeurs de X, Y, Z, 

Sm (px -\-qy-\- rz) [py — qx) = 
:im [px + gy + vz) (qz — l'i/) = 
Sm (pa; + ijy + ri) [rx — pz) ~ 



Ces conditions se réduisent d'ailleurs à deux, car si l'on 
ajoute ces équations membre à membre, après les avoir 
multipliées respectivement par r, p, q, on obtient une 
identité, car 

r ipv - qx) + p {qz - ry) + ,/ {:-x - jk) Zl 

si la rotation w est prise comme axe des z, p = o. q = o, 
r — L.J, et les conditions précédentes se réduisent à 

= 
Smyi. =; 
Smsj; = 

L'étude de la distribution des moments d'inertie montre 
que l'on peut toujours satisfaire à ces équations pour trois 
droites rectangulaires passant par le centre de gravité. 
Où donne à ces droites un nom qui rappelle la propriété 
qu'on vient de démontrer : on les appelle des axes pei-ma- 
nents de rotation. 

Lorsque le corps solide isolé dans l'espace E est au repos 
autour de son centre de gravité, il garde une orientation 
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invariable par rapport à l'espace E. Il est essentiel d'obser- 
ver que le raisonnement ci-dessus s'applicfue à un corps 
solide capable d'un mouvement continu. Maisil ne s'applique 
nullement à un corps qui, après déformations, reviendrait 
à sa première forme; tout ce que le principe des aires 
permet d'affirmer, c'est que lorsqu'un corps isolé, d'abord 
au repos, a repris sa première forme solide après s'être 
déformé, il n'aura aucune vitesse de rotation par rapport à, 
son centre de gravité, mais on commettrait une erreur g^'cive 
en affirmant que m,algré sa déformation, le corps doit 
reprendre finalement la même orientation par rapport à 
l'espace E où il est isolé. 

Voici un exemple très simple que j'emprunte à M. Appell 
où va se produire un changement d'orientation, malgré le 
retour du système à sa première forme. Imaginons un 
système idéal pesant contenu dans un cylindre homogène 
qui peut se mouvoir sa7}s frottement snr un plan horizontal. 

Gomme la réaction du plan est supposée normale 
commune au plan et au cylindre, elle passe par le centre 
de gravité du cylindre ; nous allons placer maintenant 
dans le cylindre quatre hommes, dont deux ont la masse m 
et deux ia masse ti, et leur donner des mouvements par 
rapport au cylindre qui laisseront à chaque instant le 
centre de gravité du système total en coïncidence avec le 
centre de gravité du cyUndre, 0. 

Le principe de la conservation des aires autour du point 
sera alors applicable à ce système particulier. 

Les hommes placés dans le cylindre ne pourront se 
déplacer qu'en prenant un point d'appui dans le cylindre, 
et il n'y a là que des forces intérieures mutuelles; quant à 
la pesanteur, elle est commune à toutes les masses du 



y Google 



LA roi:]! de m. APPEI.l. 



système. Nous aurions donc là un système isolé si nous 
n'avions pas la réaction du plan sur le cylindre. 

Notre système n'est donc pas immédiatement assimi- 
lable à un système de points libres soumis à des forces 
mutuelles, localisées sur des masses définies du système, 
comme nous l'avons supposé plus haut ; mais si l'on se 
reporte aux explications données à propos du principe de 
d'Alembert, on ■voit que l'équilibre de d'AIembert a lieu 
pour le système oii la réaction R serait supposée localisée 
en un point de contact actuel du cylindre. 

Or, si on regarde le corps rigide comme équivalent à un 
système de points libres, sauf à introduire des réactions 
intérieures, nous devons exprimer l'équilibre de cet 
ensemble de points libres, mais l'éguilière devant sitbsislei' 
lors de la rigidification actuelle du système total d'après le 
théorème du travail virtuel, on voit qiie les forces d'inertie 
doivent se faire équilibre sur le système total rigidifié. 
Or, en prenant le moment par rapport au centre de gravité 
on élimine la réaction du plan et on retrouve le principe 
des aires comme pour des systèmes de points libres soumis 
à des forces mutuelles. 

Celte remarque faite, réglons les déplacements des quatre 
hommes conformément aux (juatre phases suivantes : 

État initial ou posi- 
tion Po, les deux hom- 
mes de masse m sont eu 
A„ et Bo sur une même 
droite, aux extrémités 
d'un même diamètre 
d'une section droite cen- 
trale; les deux hommes 
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de masse [i. sont sur le même diamèlre en deux points G 
et D symétriques par rapport à 0. 

Première phase : passage de la position Po à la posi- 
tion P,. 

Les hommes de masse m marchent avec une même vitesse 
sur le cylindre, qui peut être supposé une roue à échelons, 
dequantitéségalesdans 
le sens d'une même ro- 
tation ligurée par la 
flèche pleine jusqu'à ce 
qu'ils se trouvent sur 
une perpendiculaire à 
Co Do, le cylindre tourne 
alors d'une quantité a 
vers la gauche. 

Deuxième phase : 

Les hommes de masse 
H se déplacent de quan- 
tités égales en même 
temps et se réunissent 
au centre i la roue ne 
bouge pas, mais le mo- 
ment d'inertie par rap- 
port à l'axe du cylindre 
diminue. 

Troisième phase : 
passage de P~ à Pj. 

Les deux premiers 
hommes reviennent à 
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leurs posiiioiis primilives A^, B,, sur la l'oue; celle-ci 
tourne en sens contraire de sa rotation primitive d'un 
angle p différent de a, puis s'arrête en même temps que 
les hommes. 

Quatrième phase : 

Les hommes de masse v- 
quittent de nouveau le 
centre et reviennent à 
leur position relative pri- 
mitive; le système a re- 
pris sa configuration pri- 
mitive, la roue ne tourne 



pas. 

Calculons l'angle [i — a dont la roue a tourné finalement. 

Appliquons le théorème des aires pendant la première 
phase et pendant la troisième phase. 

Soit I le moment d'inertie de la roue sans les hommes. 

Soient OA„ = a OGo— S 
le théorème des aires donne pendant la première phase 

2,«fl=Q-t,)-[I + 2^.ATa = 

et pendant la troisième phase 

2 ma' Ç — rA - 1 [i :;=. 





■(l + 2mrr)"(I+2m«=+^bO 
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ce qui montre que la roue a bien tourne d'un au^^le p — -j- 
non nul. 

Dans les dessins figurés on a supposé un roulement pour 
mieux représenter les phases du mouvement, mais il est 
clair qu'en l'absence de frottement ce roulement ne peut . 
se produire. 

On voit donc que les conséquences à lirer du théorème 
des aires ne sont pas tout à fait comparables à celles que 
Ton a déduites de la conservation du mouvement du centre 
de gravité. 

Un animal isolé et mns appui ne peut modifier, d'aucune 
manière, par ses mouvements volontaires le mouvement de 
son centre de gravité, mais un animal isolé peut par des 
déformations temporaires convenables réaliser des déplace- 
ments qui produisent, quand il revient à sa configuration 
primitive, un changement final d'orientation de son corps 
sans lui faire acquérir pour cela une vitesse de rotation lors 
de la solidification. 

C'est ce qui arrive précisément dans la chute d'un chat 
abandonné sans vitesse (par la rupture d'un fil) et qui par- 
vient, par des mouvements que M. Marey a photographiés, 
à retomber sur ses pattes, ayant ainsi produit dans l'orien- 
tation finale de son propre corps un changement équivalent 
à un demi-tour, bien que le demi-tour n'ait pas été exécuté 
par un corps de forme invariable. 

— Remarques sur les forces intérieures que peut développer 
un animal. 

Il y a deux ans, la chute du chat donna lieu à d'inté- 
ressantes remarques à l'Académie des sciences; vers cette 
époque, je causais du phénomène avec un philosophe tout 
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disposé à croire que les expériences de M. Marey allaienl 
donner un démenli aux lois de la mécanique, et ce philo- 
sophe avec humeur affirmait : « Comme si les lois de la 
mécanique pouvaient être valables pour les êtres vivants! 
Est-ce ÇUK Je ne puis pas produire de la force à volonté? » 
L'objection ne porte aucune alleiule au principe des aires, 
mais bien qu'impuissante à cet égard, elle se rapporte à 
des préoccupations très légitimes. 

Qu'il s'agisse de la chute du chat ou des manœuvres 
exécutées sur la roue de M. Appeli, nous avons admis que 
les efforts provoqués par l'être vivant ne peuvent constituer 
que des forces mutuelles, soit entre les diverses parties de 
l'animal, soil entre quelques-unes de ces parties et les 
appuis. Rappelons la signitication d3'namiquc de cette 
manière de parler. 

Quand une force F (dont un lil tendu est pour nous 
l'image) agit sur un point matériel de masse m qui aurait 
pour accclcraliou naturelle dîins un certain milieu, Jj, ce 
point va éprouver une variation brusque d'accélération, et 
si 7. est l'accélération du point, on a, nous l'avons vu, 

le temps étant mesuré à l'horloge absolue. 

Considérons un système de poinlsM^de masse mi, nous sup- 
poserons que ce système soit soumis à des actions mutuelles 
analogues aux tensions de fils ou de barres de masses 
négligeables, de manière qu'une masse m^ recevra des 
autres masses mj uue action dont les composantes seront 
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Soit .1; l'accélération nalurelle et j, l'accélération réelle, 
on aura 

d'OLl 

^E'. w,;, — »(;J,- + -S.,, F,v, 

Si on pose alors mii — '!>/ = force exlérienre, 
En raisonnant comme plus haut on verra que l'on aura 
comme conséc|nence de l'équalioQ vectorielle (R) le théo- 
rème des moments exprimé par les équations : 

j s,- m; y Xi -4y — i/i ~J -z moments des forces '!',■ , 

par rapport à l'axe de s et deux autres équations de même 
forme. Les forces P;t ont disparu. 

Si le système S des masses M; est associé à un système 
à liaisons S^ en certains points duquel les systèmes S et le 
système Sj éprouvent des actions mutuelles, il peut arriver 
que certaines de ces actions mutuelles ne soient pas loca- 
lisées en des masses définies des systèmes S et So, tel est 
le cas des réactions de deux solides en contact; mais cette 
circonstance n'empêche pas le principe des aires de s'ap- 
pliquer, comme on le voit en appliquant le principe de 
d'Alembert au solide qui est en contact avec certaines 
parties de l'animal. 

Parmi les conditions qui expriment l'équilibre du solide 
regardé comme libre, puisqu'on tient compte des réactions, 
se trouve le théorème des moments; on trouve ainsi en 
prenant les moments par rapport à un axe arbitraire oz une 
équation analogue à l'équation des moments dont le premier 
membre se rapporte au corps solide, en contact avec 
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l'être vivant, par exemple la roue de M. Appell, et dont le 
second membre contient les moments des réactions exer- 
cées sur le solide. En ajoutant l'équation obtenue membre 
à membre avec l'équation des moments on obtient un pre- 
mier membre 



(x ^-^ 



"df) 



où la somme s doit être étendue à toutes les masses du 
système (être vivant et solide en contact), et au second 
membre, où ne figurent que les moments des forces exté- 
rieures au système, si l'on convient d'appeler force d'un 
point la masse d'un point par son accélération naturelle ; 
les moments des forces mutuelles ont disparu. 

L'emploi du postulat de d'Alembert pour le corps solide 
a cet avantage que l'on n'a plus besoin de regarder le 
corps solide dans chacun de ses équilibres comme équiva- 
lent à un ensemble de points libres soumis à des forces 
mutuelles. 

La manière de faire, adoptée plus haut, a l'inconvénient 
de mettre en jeu les réactions intérieures du solide, 
réactions dont on ignore encore les déterminations avant 
d'aborder la théorie de l'élasticité. 

Ainsi, pour en revenir aux préoccupations de notre phi- 
losophe, on peut dire qu'un animal a le pouvoir de produire 
de la force en utilisant des points d'appui sur un système 
extérieur, ou même en utilisant les points d'appui réci- 
proques que se prêtent les diverses parties de son corps 
les unes par rapport aux autres, mais ces forces produites 
sont mutuelles, la mécanique n'affirme à leur égard rien de 
plus, rien de moins. 
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Plaçons-nous désormais dans cet espace absolu délini à Nouvelle hypo- 
un mouvement de translalion uniforme près. On suppose 
généralement que la force absolue, c'est-à-dire le produit 
de la masse par l'accélération naturelle absolue, est une 
fonction de la position du corps et d'autres éléments phy- 
siques actuellement définissables. On dit qu'un système de 
masses ou de points matériels comporte une fonction des 
forces U, si Xi, y,, Zi désignant les coordonnées carté- 
siennes et Xj, Y;, Z; désignant les composantes de la 
force absolue, on a : 



accélérations 
niturelles.— 
Le principB 

nergie. 



si la fonction U est une fonction bien définie dans tout 
l'espace, le travail des forces relatif à un déplacement 
■virtuel fini quelconque du système jouit de la remarquable 
propriété d'être indépendant des étapes qui ont réalisé ce 
déplacement, il ne dépend que de la position initiale et de 
la position finale du système ; en effet, le travail élémeuT 
taire relatif à un déplacement virtuel quelconque est, en 
désignant par dx,, dijt, dz^ les projections du déplacement 
de la masse m, : 



X. dx, + Y,- (hj, -!- z,. dz, 
ou, d'après les valeurs de X,, Yf, Z,, 

dx ' dyi ' dz, ' 
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la somme de ces Itavaux relatifs à un déplacement iiiiini- 
ment petit du système sera : 



et le travail correspondant au déplacement fini sera l'inté- 
grale : 

J - Kj^: ''"' + di. ''■"'■ + Ê '''-'■ )=^- L'" 



"U, et ll„ désignant les valeurs de la fonction U qui corres- 
pondent à la première et àla deuxième positions du système ; 
d'autre part, les équations du mouvement absolu sont, par 
la définition même de la force absolue : 



^■ii 






on lire de là 

\dl. dl- dt de ^ dl dl-J ' ' 

ou encore 

'\dt dl ^ dl dl ^ dl àU ^ ."'-r ' ' 

ou encore en désignant par vt la vitesse du point : 
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v'(S)"+(t)"+(îy 

rfQm^r/) :=X,(ù:/ +¥,■(;;/ -\-lidzi 

d'où, en ajoutant membre à membre ces équations : 

d \ s m; V? = S (X; (te,- + Y,- ây^ + Z; rf^,) 

c'esl-à-ilice, dans l'hypollièse d'une fonction des forces U : 

équation dont l'intégralion est immédiate, les équations du 
mouvement du système admettent donc Yintégrale. 

\ i;mjj),"~U + 'i '( (lésignaiit une coiistaiiU; 

c'est l'intégrale dite des forces vives. 

Le théorème de d'Alembert montre que lorsque les points 
matériels ne sont plus libres, et qu'il existe une fonction 
des forces naturelles absolues, le théorème précédent sub- 
siste pourvu que les liaiso}is soient indépendantes dît temps, 
la démonstration n'offre aucune difiiculté et je crois super- 
flu de la reproduire ici. 

L'intégrale des forces vives fournit un critérium remar- 
quable sur la stabilité de l'équilibre. 

— Lorsqu'un système à liaisons réversibles et indépen- ^^ stabilité. 

dantes du temps est en équilibre sous l'action de forces , . , 

•^ ^ Lagrange et di 

qui dérivent, soit naturellement, soit en vertu des liaisons, m. uapounof, 
d'une fonction des forces U, et si l'on désigne par q, q^... 
Çt les variables indépendantes qui déiinissent k chaque 
instant la position da système, les valeurs de ces variables 
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envisagées en une posilion d'équilibre du système vérifient 
les équations : 



liB 


= 


dq,- 


i\] 


= 


dû 




du 






= 


dql: 





En effet, le travail virtugl correspondant à un déplace- 
ment infiniment petit du système, est dans l'hypothèse de 
l'existence d'une fonction des forces U : 



=ïi+,i 



S'il y a équilibre, cette somme doit, d'après le principe 
du travail virtuel, être nulle quelles que soient les 59, ce 
qui ne peut avoir lieu que si 

f^o f = 0...f = 
«y , <lq^ dqi! 

Ces conditions seraient en particulier remplies si la fonc- 
tion U se trouvait maxima ou mininia. 

La distinction des deux cas est essentielle, on va le voir, 
pour la stabilité. 

On dit que des forces fonctions des paramètres g sont en 
équilibre stable sur le système à liaisons fixes considérées 
lorsque chacune des massesî«iétant supposée écartée s!///î- 
samment peu de sa posilion d'équilibre M,", et abandonnée 
là avec une vitesse initiale suffisamment petite, l'écart du 
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poiiil à sa posilioii d'éniiilibre eL sa viLesse resleronl toujours 
en valeur absolue inférieurs à des limites assignables. 

Si pour une posilion donnée du système la fonction U 
est maxima, l'équilibre sera stable. 

Tel est le théorème de Lagrange dont Lejeune-Dirichlet 
a donné une démonstration rigoureuse que nous reprodui- 
sons. 

Soient 7,° g^" g,," les valeurs des g lors du maximum de Tj 
posons 

<h = <j" -f ^1 



<U- = V + ''^k 



la fonction U devient une fonction des x,, ),.,... à,,, 
U (>„>>.,... Xft) qui est maxima pour les valeurs nulles des 
variables >.; la difi'érence 

U()4,).i,.--î-«) — U (0,0,... 0) 

est donc négative, lorsque les X d'ailleurs suffisamment 
petits en valeur absolue ne sont pas tous nuls : telle est la 
délinilion même du maximum d'une fonction qui va nous 
servir. 

Désignons par p uue petite quantité, et considérons l'en- 
semble des valeurs absolues des À dont aucune ne dépasse 
P, mais dont l'une au moins atteint p; pour toutes ces 
valeurs les différences 

U {0,0,... 0] — U (?>,, .. Ài) solU positives. 

aoit 2 leur minimum nécessairement différent de zéro et 
positif. D'autre part soient ^,°î>2"... V des valeurs des l assez 
petites en valeur absolue pour que l'on ait 
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M. Liapounof. 



U !o,û...û)-U(>„"V...V) < .' 

Plaçons le système dans la posilton définie par les valeurs 
J^i"... V et abandonnons-le en donnant à chaque masse m 
une vitesse th" assez petite pour que l'on ait 



Je dis que dans io mouvement naturel du système ainsi 
abandonné aucune valeur absolue des ). ne dépassera p. 

En effet, les variations étant continues, s'il en était ainsi 
à un moment donné, il y aurait eu un moment antérieur 
où quelques l atteindraient la valeur p sans que les autres 
l'eussent dépassée; voyons ce que nous donne l'intégrale 
des forces vives appliquée à ce moment; nous pourrons 
l'écrire 

Le second membre de cette égalité est formé de 3 cro- 
chets dont les deux derniers sont positifs mais moindres 
que |- et dont le premier est négatif, mais en valeur absolue 
supérieur à s, le second membre serait donc négatif, ce qui 
est absurde puisque le premier membre est essentiellement 
positif, il est donc impossible dans ces conditions qu'aucun 
l atteigne la valeur ç. 

Récemment un géomètre russe a démontré, pour la pre- 
mière fois, la réciproque de cette proposition et fait voir que 
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lorsqu'il existe une fonction des forces, la slabililé de 
l'équilibre exige que celte fonction soit maxima. M, Hada- 
mard a retrouvé de son côté le même théorème que nous 
nous contenterons ici d'énoncer. 

On se rappelle que dans les systèmes à, liaisons, le rcn- conséquences 

^ . 1 1- ■ I- \,- -n du théorème de 

forcement des liaisons reniorce 1 équilibre. jj Uapounor 

Lorsqu'il existe une fonction des forces le renforcement 
des liaisons renforce aussi la stabilité. C'est ce que montre 
le théorème do M. Liapounof. 



Il est naturel de se demander si ce renforcement de la ^^ propriété 
■labilité, par le renforcement des liaisons subsiste sans 
forces. S'il en 



l'hypothèse de l'existence d'une fonction 
était ainsi en toute généralité deux points libres placés en 
deux positions d'équilibre stable, seraient en équilibre 
stable quand on Yiendrait à les réunir par une barre rigide 
de longueur invariable. 

Cette propriété ayant lieu, quelle que soit la longueur de 
la barre, on pourrait conclure que si deux forces, fonctions 
de point, laissent un même point en une même position 
d'équilibre stable, leur résultante jouirait de la même pro- 
priété. Or cette proposition est fausse, comme je le montre 
dans une des notes placées à la fin de ce volume. 



subsiste plus 
en ralaence 
d'une fonction 

(les forces. 
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Deux Écoles en Mécanique. 



H n'y a, parmi les mécaniciens, aucune discussion sur la 
manière donl les principes généraux de la mécanique 
doivent être compris et appliqués, mais il y a diverses 
manières d'apprécier la signification philosophique des 
concepts fondamentaux de la science. 

Pour certains esprits, la mécanique est une métaphy- 
sique, la dernière qui subsiste, mais impérieuse et 
inflexible; pour d'autres, elle est une intuition directe de 
l'économie générale de la nature ; pour quelques-uns, elle 
est nécessité de notre entendement; pour d'autres, elle 
est le fruit d'expériences très générales; entin, presque 
pour tous, elle est le schème obligé des théovies physiques. 
Force et matière sont des vocables qui exercent une 
fascination irrésistible sur les esprits disposés à refaire le 
monde avec des mots. Les mêmes mots, d'ailleurs, 
reviennent sans cesse sur la bouche de ceux qui aiment 
mieux agir sur la îialnre que discourir élégamment sur 
elle. 

Ces mots expriment aussi bien la préoccupation du 
chercheur que la vanité des explications puériles et pure- 
ment verbales, et cela suffît pour expliquer l'intérêt que 



y Google 



lES FONDATEUHS. IdO 

présente encore l'analyse des idées si variables qui conrenL 
sous ces mois. 

Qu'est-ce qu'une force ? 

Posez la question à un professeur de mécanique ration- 
nelle, il vous répondra : « C'est une cause de mouvement. » 
Et il ajoutera même, s'il est surtout analyste : « C'est une 
fonction de point qui me sert parfois à prédire le mouve- 
ment, comme en astronomie, où cela a merveilleusement 
réussi, n 

Posez la môme question à uu ingénieur, il répondra : 
« La force, c'est ce qui fatigue des lieiis déterminés, ce qui les 
tend, ce qui peut les rompre; c'est aussi la fatigue de mon 
bras, laquelle peut résulter soit d'un équilibre auquel mon 
bras participe, soit de la modification de mouvement qu'il 
produit sur une quantité de matière déterminée, » 

La préférence accordée à l'un ou à l'autre de ces deux 
points de vue caraclérise l'une ou l'autre des deux écoles 
de la Mécanique. 

Sans doute, la mécanique n'existe que par le rapproche- 
ment des deux points de vue, mais l'une ou l'autre école 
subordonne l'un des points de vue à l'autre. 

La comparaison des deux écoles est intéressante, elle 
invite à mieux comprendre la portée des méthodes de la 
science, leur puissance et leurs limites. 

L'École classique. — Pour bien comprendre le point de 
vue de l'école classique, il importe de se rappeler que les 
fondateurs de la mécanique furent aussi les fondateurs de 
l'astronomie, et que, contrairement à l'opinion du bon 
La Fontaine, la mécanique céleste est infiniment plus 
simple que la mécanique terrestre. 
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Galilée créa la notion d'accélération, dont le rôle cinéma- 
tique devait être si utile à l'astronomie; rappelons briève- 
ment l'importance de ce rôle. 

Après que Kepler eut découvert la première et considé- 
rable approsimalion des mouvements intérieurs du système 
planétaire, ou le mouvement elliptique, la détermination 
par Newton de l'accélération dans ce mouvement consti- 
tuait un beau théorème de géométrie, mats n'apportait 
aucun élément nouveau au problème physique dont Kepler 
venait de donner une première solution. 

Au contraire, le jour où Newton transporta audacieuse- 
ment dans le ciel le postulat de l'égalité de l'action et de 
la réaction, la divination de Vattraclioii réciproque des 
corps du système donna immédiatement le moyeu de 
corriger, de compléter l'approximation de Kepler, 

Un fait digne de remarque, et trop peu remarqué, accom- 
pagnait la mémorable découverte de Newton, je veux 
parler de l'abandon du système de coordonnées de Copernic, 
si utile à son heure, et de la consécration de ce système 
de repères implicitement adopté aujourd'hui sous ie nom 
d'espace absolu. 

Le système de coordonnées do la mécanique céleste a 
pour origine le centre de gravité du système planétaire; 
et, de plus, l'orientation absolue de ce système pourrait 
être déduite de l'observalion des seuls mouvements relatifs 
du système par une méthode analogue à celle dont on fait 
usage pour la détermination du plan invariable. 

I^a mécanique céleste rattache ainsi à l'horloge absolue, 
que ses principes réclament, la détermination de directions 
absolues. 
I.'accocd des tables astronomiques et des observations 
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signifie que dans cet espace invariable l'accéléralion de 
chaque planète et du soleil est efficacemeut prédite par 
la loi de Newton. 

La mécanique eut ainsi, à ses débuts, un système du 
monde à expliquer, et le succès de ce pren:iier essai explique 
aussi tout naturellement le point de vue préféré de l'école 



Sous ce point de vue la force est, avant tout, cause de 
mouvement ; la force zéro est caraclérisée dans l'espace 
absolu, par l'absence d'accélération, c'est-à-dire par le 
mouvement rectiligne et uniforme, comme le veut le prin- 
cipe de l'inertie. 

Il est essentiel de remarquer que la composition des forces 
en astronomie s'effectue dans le cerveau du géomètre et 
nulle part ailleurs; car, bien que la découverte de l'attrac- 
tion réciproque soit née de préoccupations dynamiques, 
l'attraction ne joue, en somme, pour l'astronome, qu'un 
rôle purement cinématique; la masse est ici un simple 
coefficient constant qui intervient dans une prédiction 
efficace du mouvement. 

Il est vrai que la force est satisfaite, puisque dans cette 
manière de parler, gWq produit le mouvement; mais cette 
satisfaction n'est qu'une image. 

En astronomie, le mot force n'ajoute rien au point de vue 
cinématique, il retrace un souvenir intéressant de l'histoire 
de la science, mais iî est étranger à un problème qui reste 
un problème cinématique, tant qu'on ne veut pas se préoc- 
cuper du milieu physique oii se produisent les mouve- 
ments. 

L'astronome ne s'intéresse d'ailleurs qu'au point de vue 
cinématique. 
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L'École du fil, ou École des liaisons. — Lagrange et Reech. 
— Le point de vue dominant est ici la conaidération de 
certains systèmes matériels de masse négligeable, ayant 
aussi une ou deux dimensions négligeables, envisagés dans 
un état particulier, clat de tension, et capables de transmettre 
des efforts considérables à d'autres corps éloignés. 

Le type idéal d'une machine de ce genre est un fil, iil 
parfaitement flexibie et très légèrement extensible. 

C'est là l'image, le modèle de l'idée de force, dans la 
seconde école. 

Certains esprits méprisent cette idée vulgaire de la force, 
comme ils méprisent d'ailleurs la notion de l'efîort mus- 
culaire, 

Ce mépris ne me parait pas justiiié, car seule, la notion 
vulgaire de la force est la notion féconde ; la mécanique, 
avouons-le hautement, est essentiellement aiuhropomor- 
phique. 

Dans l'ordre d'idées que je résume en ce moment, un iil 
a, dans un état physique déterminé, une certaine lon- 
gueur normale dont la variation proportionnelle peut servir 
à définir la tension par une graduation expérimentale. 

On dira qu'un fil F possède une tension simple, double, 
triple, etc., si cette tension prolongée et se répartissant 
soit sur un, soit sur deux, trois fils / unités communique 
à chacun de ceux-ci un même allongement proportionnel 
déterminé. 

C'est là une image, qui n'a de signification précise que 

dans la mesure où est tolérable l'approximation qui néglige 

la masse du fil et le regarde comme indifférent à tous les 

mouvements latéraux. 

Cette image traduit aloi'S un fait réel, la composition des 
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forces, car les tensions de plusieurs tils liraiit un même 
corps sont individuellement observables. 

La seconde école envisage la réalité comme suffisamment 
exprimée par la superposition de ces trois abstractions en- 
visagées d'abord séparément : 
La force, ia masse, les liaisons. 

Au premier abord, l'école classique semble avoii' l'avan- 
tage de la simplicité, puisque les deux premières abstrac- 
tions lui suftîsent, mais en revanche elle invoque le principe 
de l'inertie et surtout lui donne une allure beaucoup plus 
métaphysique qu'il n'est besoin. 

L'école classique, en subordonnant la notion de force au 
mouvement, la fait dépendre des repères du mouvement : 
le système de coordonnées et l'horloge. 

Or, la mécanique des liaisons et des forces intérieures 
est, dans une très large mesure, indépendante de ces repères. 
Voici comment se présente la dynamique dans l'école 
du fil : 

Supposons qu'une force vienne à agir sur nu mobile 
à partir d'un instant donné, on peut distinguer dans le 
mouvement de ce point : 

1° Le mouvement pendant une durée iniiniment petite 
précédant l'instant actuel ; 

2° Le mouvement pendant une durée infiniment petite 
immédiatement postérieure à l'instant actuel. 

La considération du premier mouvement donne lien à 
une accélération finissante représentée en grandeur, direc- 
tion et sens par le vecteur/; le second mouvement comporte 
une accélération commençante représentée par le vecteur J. 
Nous admettons avec Reech comme fondement de la 
dynamique ([ue la force qui a produit cette variation 
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brusque d'accélération sur une masse donnée est propor- 
tionnelle au vecleur qui représente la variation fféomé- 
tiiqtie J — j. 

Il résulte du théorème de Coriolis sur l'accélération dans 
les mouvements relatifs que si les accélérations J et j 
dépendent du système de coordonnées adoplô, la variation 
J — j n'en dépend plus. 

C'est là un grand avantage de la conception de Reech. 
J'ajoute que cette même conception atténue encore le 
rôle de l'horloge, car soient r et y ce que deviennent les 
accélérations J et j, lorsqu'au lieu de consulter une horloge 
marquant le temps l, on consulte une horloge marquant 
le temps 6, ou a l'égalilé vectorielle : 

(J - i) dt^ — (F - y) rfû^ 

de là un moyen théorique de rattacher la mesure du temps 
absolu à la mesure de la force, car si on désigne la masse 
sur laquelle agit la face F qui trouble le mouvement, on 
posera : 

y — (y ~ ■:) 

et les équations précédentes définissent d'une manière mira- 
bondante la vitesse -r- de l'horloge absolue par rapport à 

l'horloge expérimentale qui marque le temps t, dès que la 
force F est connue. 

Ces considérations ne semblent définir le rôle dynamique 
de la force qu'au moment où elle appariât, car nous 
n'avons considéré que la force qui trouble le mouvement à 
l'époque t.. 
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Ces conËÎdépations, toutefois, s'appliqnenl encore lorsque 
l'accéléralion n'éprouvant aucune variation brusque, on 
compare cependant entre eux le mouvement réel et un 
mouvement possible particulier qui aurait avec le mouve- 
ment réel une vitesse commune. 

Quant au mouvement possible choisi comme mouvement 
naturel il (Upend de l'état de nos connaissances physiques. 
Un exemple fera bien comprendre ma pensée. 
Supposons un instant que, fermant les yeux aux phéno- 
mènes du ciel, nous nous cantonnions dans le détermi- 
nisme terrestre tel que Galilée nous l'a fait connaître, le 
mouvement naturel rapporté à un lieu déterminé serait 
d'abord le mouvement parabolique à accélération constante. 
Puis, après avoir étudié la variation de la gravité sur le 
globe, le mouvement naturel serait, en chaque point du 
globe, un mouvement qui aurait pour accélération la gra- 
vité en ce lieu. 

Gelte gravité peuL, d'ailleurs, théoriquement être observée 
soit par la tension d'un fil, soit par l'étude d'une chute 
libre. L'accord des deux modes d'observations est affirmé 
par une induction expérimentale plutôt que par une expé- 
rience précise. Lorsque la masse en mouvement devient 
plus considérable, les approximations précédentes ne suf- 
fisent plus, et il faut recourir au déterminisme astrono- 
mique pour définir le mouvement naturel. 

Quoi qu'il en soit, si nous comparons le mouvement réel 
où l'accélération est J, au mouvement naturel où l'accéléra- 
tion est j, nous convenons de dire que la force surajoutée 
qui agit sur le corps de la masse m est, devant une hor- 
loge absolue, proportionnelle au vecteur : 

m(J-i) 
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La connaissance de la force, et du mouvement naturel 
déterminent le mouvement d'un point libre par des équa- 
tions différentielles du second ordre. 

Si le système de corps est à liaisons , on pourra 
encore déterminer sou mouvement par le principe de 
d'Alembert et le théorème du travail virtuel, car il est 
essentiel de remarquer que la signification de ces principes 
ou du principe de Oauss, qui les résume d'une manière si 
saisissante, est tout à fait indépendante des horloges ou des 
systèmes de coordonnées adoptées pour représenter le mou- 
vement. 

Les fatigues des liaisons (en tant que les liaisons sont 
dépourvues de la qualité masse) sont indépendantes de ces 
repères et indépendantes aussi du mouvement naturel 
adopté comme mouvement type pour définir la force trou- 
blante. 

Le point de vue que je viens de développer, en l'élar- 
gissanl un peu, appartient à Reech [Mécanique fondée sur 
la nature flexible et élastique des corps) . 

Si cet ouvrage n'a pas eu l'influence immédiate qu'il 
devait avoir, cela tient à des causes diverses, sans doute 
aussi à la pittoresque, mais violente humeur de l'auteur. 

On connaàt la manière dont Reech s'exprimait sur certain 
théorème d'hydrodynamique ; toutes les fois qu'il avait à 
se reporter à ce théorème, il le dénommait en ces termes 
bizarres : 

Mon théorème de Newton, retrouvé par M. Bertrand. 

D'ailleurs, Reech lui-même semble avoir méconnu le lien 

qui rattache ses idées à celles de Lagrange; je suis persuadé, 

pour ma part, que la qualité liaison des corps de Reech 

était dans la pensée de Lagrange, chez qui le génie de 
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l'aualyale ne doit pas faire oublier la profondeur da môea- 
njcien et du philosophe. 

L'idée originale de Reech peut d'ailleurs être débarrassée 
de la conception des liaisons. 

Dans ses belles leçons sur la théorie de rélasticité, 
M, Poincaré, revenant sur une idée de Poisson, insiste sur 
ce fait que la conception des systèmes à liaisons n'a pas 
plus de généralité que la considération des systèmes libres. 
Gela est vrai au point de vue analytique. 
Mais, au point de vue concret qui est le poinl de vne 
dominant de la mécanique, j'ose plaider en faveur des 
liaisons qui, seules, peuvent soustraire la notion de force 
à l'arbitraire qui est inhérent à la définition cinématique 
de Vefforl. 

L'idée fondamentale de Reech n'est d'ailleurs, je le 
répète, pas liée à la conception des liaisons, bien que 
l'auteur y tienne absolument; l'idée neuve de Reech con- 
siste, surtout dans la modification si heureuse, à mon avis, 
qu'il a apportée à la formule de la mécanique classique : 

« La force qui agit suc une masse donnée est proportion- 
nelle à l'accélération de cette masse (sous-en tendu, dans 
l'espace absolu) : telle est la formule classique. 

« La force (perturbatrice) est proportionnelle à la varia- 
tion d'accélération dans le mouvement troublé. » 

Telle est la formule nouvelle, qui ne fait pas mention 
des repères géométriques du mouvement. Elle permet de 
développer la mécanique dans son cadre essentiel, sans la 
mêler à des questions physiques, particularisées, sans avoir 
recours au fameux principe de l'inertie. 

Ce principe doit être honoré poar avoir servi à'irnage 
à Galilée et à Newton, mais c'est une image superflue dont 
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la mécanique proprement dite peut et doit se passer, 
comme elle se passe du principe de la conservation de la 
force. 

C'est le mérile de Reech de l'avoir raonlré nettement le 
premier. 

Kt maintenant, entre les deux écoles, cbaciin choisira 
selon ses goûts; pour ma part, je donne la préférence 
à l'école de Reech, et je me contente de faire remarquer 
encore que la comparaison des deux écoles restera toujours 
très suggestive pour tous les esprits qui désirent appro- 
fondir Taspect mécanique des théories physiques. 
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MÉCANIQUE DES CORPS DliFOKMABLES 



Étude cinématique des déplacements relatifs 

et des délormations. 

Déformation fondamentale et rotation moyenne. 

1. Distribution des vitesses dans un milieu continu en 
mouvement continu. — Considérons d'abord un milieu con- 
tinu délormable en mouvement par rapport à des repères 
connus. 

Si nous considérons un élément de volume cU, cet élément 
pourra se déplacer et se déformer, mais la matière qui le 
compose sera, noiis l'admettons, toujours la même. 

Nous pourrons alors, en parlant d'un point A du milieu, 
distinguer soit !e point de l'espace de repère, soit le contre 
d'un élément de volume et de masse du milieu; envisagé 
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Dlit-OIIM.YTION SUR VN POINT. 



SOUS ce dernier aspect, ce centre portera le nom de point 
physique. 

Soit A un point pliysiqne; par ce point menons des 
droites parallèles à des dipections fixes dans l'espace de 
repère E, soit B un point physique au milieu, voisin de A, 
soit e la dislance AB; dans le mouvement relatif de B par 
rapport aux axes de direction fixes menées par A, on peut 
décomposer la vitesse relative de B en deux, l'une dirigée 
suivant AB : j^' l'autre u perpendiculaire à AB. 

Nous admettrons comme définition de la continuité du 
mouvement que lorsque le point B se rapproche indéfini- 
ment de A les rapports - 5] et - restent finis. 

Soient ii, v, w les composantes de la vitesse du point 
physique A dans le système E et Ui,v„iu„ les composantes 
de la vitesse du point E, les composantes de la vitesse 
relative de B seront : 

îi — t!„v — v„iv — ic,; soient x /j z; x, tj^ z^ les coordon- 
nées cartésiennes de A et de B, admettons que les fonctions 
u, V, 1.0, admettent des dérivées partielles et faisons ; 



On aura en négligeant des quantités du second ordre par 
rapporta s [s= V^'^-j-^'^ + a'^ 






dy 
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Soiont a, b, c, les cosinus direcleurs de la droite e en 
sorte que 



on déduit de là en introduisant, la quantité inlmiment 

1 \ ds 

petite - ds. t[ue l'on nomme dilatation et la quantité - -j- que 

l'on nomme la vitesse de dilatation et que nous désignons 

par 1 : 

,11 ~ di~^ !h 



d'où par comparaison avec les valeurs précédentes des 
vitesses relatives. 



- = — Oil -f -j- « 4- -y-- i + -j 

l ' (i.t! ' <hj ' d 



I de 



àij 



CCS équations et l'identité : 

da , ., dl) , de 



déterminent o, 



da dh de 
ït' di' Tf 
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On trouve ainsi : 

en désignant la forme qiiadriUiqnc du SGCond membre 
par 2 9 {a, b, c). 

On pent encoi'e écrire 

Si on considère la surface ^(.ï'î/';')=K on pourra écriro 

la surface a [x'i/'z') —-■ K porlo le nom d'indicaLrice. 
Rotaiion Qi^^ ||. ^g|,ipg igg équations (1) sous ta forme 

rnoyciiiie. ' i . ; 

)di-=,-s^+â'sii+ite;'' +2^"^'^"'^.'' +2U~,k/ "âU^-^J^ 

el. deux autres équations analogues. 



Posons maintenant : 



" 2 V'^ dij) 
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et les relations (1) s'écriront alors : 



(5)!^=^+("' 



lit 



= -è' + {w' — 'i^''') 



il est aiao de voir que le vcctcut Q défini par la relation 
vectorielle 



a une définition invariante à l'égard du trièdre des axes. 

Les seconds termes des seconds membres des équations 
(b) expriment, comme on l'a yu (!'"' partie, ch. IV), les 
composantes des vitesses dans une rotation o; les premiers 
termes correspondent à une déformation. 

Il est essentiel d'ailleurs d'observer qu'il y a une infinité 
de manières de décomposer les déplacements du milieu 
autour d'un de ses points en une déformation et un dépla- 
cement de solide rigide, de manière k ce que ce dernier 
soit arbitraire ; mais la décomposition précédente due 
à Heimholtz jouit de propriétés intéressantes. 

Voici l'une de ces propriétés ; 

Les trois fonctions -jt ~jj -jï (fonctions de x' , y' z') ont 
été décomposées simultanément sous la forme 



- = ^ + ' 

-=!+" 
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les quantités A, B, G, vérilîant la condition 

dx' + dy- + ih' - '' 

Oi- nous verrons plus loin que le mode de décomposition 
simultanée de trois fondions données sous les formes 
indiquées n'est possible que d'une seule manière. 

Ici les fonctions sont des fonctions linéaires de x', y' , z' . 

Interprétation L'indicatrice est une quadriqne que l'on peut rapporter 
de la, défor- 

^ , , a ses axes, en ce cas 
mation fonda- ' 

mentale 
(Beltrmi). 2 ^ = ^ + --^ + ^ 1= K 

Considérons alors les pointa physiques situes sur la sur- 
face de cette indicatrice. 

Les coordonnées x' y' z' do l'un de ces points devien- 
dront au bout du temps dl en vertu du mouvement de 
déformation d'Helmholtz 



x'.=«'+ 



x = 



> + ? 



:S'+--* 






la surface indicatrice envisagée comme surface physique 
se transforme donc en la surface qui a pour équation 
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OU, puisque dt est infiniment petit : 



l'indicatrice se transforme donc en une surface du second 
degré homothétique d'une surface homofocale de la surface 
primitive. 

Menons par ie point A 3 diamètres conjugués de l'indica- interprétation 
lrico:AA„AA.,Aâ.. J.i.d».r- 

matioii fonda- 
Soient ^1,^2, ps, les distances du point P [x'y'z') aux plans mentala par 
respectifs (AA^A,), (ÂA^AJ, (AA^A,) et (Xii^jv,), p^-vO. ^«""''«"^■ 
^■i[H-'-i) les cosinus directeurs des distances p„Pi,p3, relati- 
vement aux axes, on aura d'après le théorème des projec- 
tions : 

p, = ).,,i;'-|-|j.,y' + v,,;' 

I/éq«ation de la surface rapportée aux plans conjugues 
peut s'écrire : 

les valeurs de Ki K^ lU peuvent être calculées aisément, 
car en désignant par Ot la vitesse de dilatation linéaire 
suivant AA,, on a : 
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mais en nommanl ,o,, m._, <..,._,., les aiigles de la droile AI! 
avec les dislances ;ji, ;'j, p-^ 



on trouvera aiii^i : 




~' COS' 1.)/ "' cos^ 


— , K., ^--- 


on aura donc finalement : 




'h 'h ^ 1 fli 

^ = - ,i ...- p, Î.I 4- — ^ 


-Î>J.+- 




-Ji, [/.,+. 



d'où ce (héorème : en chaque point P voisin de A, la défor- 
mation fondamentale est la résultante géométrique des trois 
dilatations : 



dirigéos respectivement suivant les perpendiculaires aux 
plans conjugués. 

Contractions Soient AB et AB; deux droites issues de A dont les cosi- 
angu aires ^^^ directeurs sont respectivement (abc), [a^ by c,), l'angle i 
de ces deux, droites sera donné par : 

COSy = ((«i -j- Ih^ -h'i^i 
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en difTérenciant on aura, par les formules (2) : 






l = -.(, + „,»v + <»,g + .^ + .a 



si les deux diioclions sont rectangulaires, on trouve 
d cos s 



dt 



\'da^ 'db^ 'd('J— y da,^ dh, ' daj 



lisons, par exemple : 



a = b :-'-- \ c = 

f/, -_. h, = r, ---- \ 



les doux droites sont les axes de //' et de z' envisagés 
comme axes physiques, et on trouve ainsi : 



Z') (dM àv\ 

"■" W + dz] 



nous poserons désormais : 



[' _ du ^^ __ dw dv 

1 "■'■' ~dx ''' ~ dy ' dz 

•(■> 1 do u ^ ''" I *'"' 

j. -2 — g /i (ij "i" 4j, 



a,. -J.3, ïj sont les vitesses de dilatation axiales G,, fis, %i 
sont les vitesses de contraction angulaire axiales. 
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Propriétés Aulour de A, imaginons une sphère concentrique, de 

moyenne. Tayon s, et remplie d'une matière homogène de densité h-; 
imaginons que chaque particule de cette sphère soit animée 
d'une vitesse égale à la vitesse du point du milieu qui 
coïncide avec lui, le produit de la masse de chaque parti- 
cule par sa vitesse est ce qu'on appelle la quantité de 
mouvement de cette masse. On peut assimiler ces vecteurs 
à des forces, et effectuer la réduction ordinaire de la sta- 
tique. Si on considère au point A des vecteurs parallèles 
égaux et contraires aux premiers, ils forment avec ceux-ci 
des couples ; le couple résultant de ces couples est le 
moment du système des forces par rapport au point 0, et 
la composante de l'axe de ce couple estimé suivant l'un 
des axes de coordonnées sera égale à la somme des moments 
des quantités de mouvement considérées par rapport au 
même axe. 

Nous allons démontrer que ces moments sont, à un fac- 
teur constant près, les composantes p, cj, >' de la rotation 
moyenne o. 

Le moment par rapport à l'axe de x d'une force P, dont 
les projections sur les axes sont X, Y, Z et qui est appli- 
quée à un point (x, y, z), est Zy — Ys. 

la somme des moments cherchée sera donc : 
c'est-à-dire 

Kdw . , dœ , dw A , {do , , du iv \ _;\ 

or, l'homogénéité supposée Je la sphère donne de suite 
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E<i.œ' y' — S'^œ' z' =0 Xti-y' z' = 

La somme précédente, où les dérivées partielles sont 
regardées comme constantes, se réduit donc à 



dij 



D'ailleurs si I est le moment d'inertie de la sphère par 
rapport à l'un quelconque de ses diamètres, l'expression 
précédente se réduit à 

dio dv 



Même raisonnement pour les moments par rapport aux 
deux autres axes; si ces moments sont L, M, N, on aura 

N = Ir 

— Comme le moment qui a pour composantes Tj, M, M, 
est un invariant, la rotation û délinie par ses projections 
p, q, r jouira de la même propriété, comme on l'a déjà 
indiqué. 

— Voici une aulre propriété de la rotation moyenne, si 
on adopte comme axes les axes principaux de l'iiidicatrice, 
len quantités 

du dv dv dw dtc . du 
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sonl nulles, mais nous avons vu qu'elles représentent les 
vitesses des contractions angulaires des angles des axes. 
La ligure formée par les axes de l'indicatrice se déplace 
donc sans se déformer d'une façon apparente puisque les 
déformations fondamentales d'un point de chaque axe se 
réduisent à des déplacements sur cet axe. 

Le Irièdre trirectangle tourne alors en bloc par la rota- 
tion Q. 

Il est bien entendu que nous ne considérons en parlant 
des déplacements de points appartenant aux arêtes du 
trièdre que les points infiniment voisins de A. 

Si on voulait renoncer au langage si commode des infi- 
niment petits on devrait dire : 

Si on considère un trièdre trirectangle formé à l'époque 
t avec les axes de l'indicatrice, ce trièdre se change en un 
système de trois courbes et si on envisage les tangentes à 
ces trois courbes on forme un nouveau trièdre variable, la 
vitesse de variation des angles correspondants est nulle à 
l'époque t. 

Les deux manières de parler sout équivalentes, mais la 
première a l'avantage de la concision et nous continuons à 
l'adopter. 
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L'ellipsoïde de déformation, les dilatations principales, 

déplacement d'un élément de surface physique, 

théorème deM. Bertrand. Emploi de coordonnées curviUgnea. 



Considérons à l'époque t l'ensemble des points physiques Bàfomation 
, , „ . , , (l'une sphère. 

15 [x y z ) qui sont sur la sphère : 

à l'époque i. -|- <U le point 13 aura poui' coordonnées relatives 

x-y"z"; 

et, en négligeant les termes en dt-, on aura ; 



y" = y' + {vi-'Vi)iU 
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en résolvant ces équalions en x' y' z' on tirii 
par exemple : 



~dij 

^ du 
dl_ 



1 + 



ou en m'ylifjeant les termes en dl^ 

on calculera de même y' et. z', on obtient ainsi les formules 



{. d-\ ,, d- 



y" f ï" 
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et on porLanl dans l'équation de la splière on aura, toujours 
en négligeant les termes en dt- 



cette surface est un ellipsoïde qui a mêmes axes que l'in- 
dicatrice. 

Cherchons les vitesses de dilatation principales. 

On sait que si on envisage une forme quadratique 

F {X, y, z) 

et qu'on lui associe la nouvelle forme, contenant l'indé- 
terminé S 

F(3^.î;,ji)-S(œ2+'/4-^')=ï(^.!;,î)=A.«^+Ay + A"iî+2Bi,s4-5B's^+2C"^!/ 
les valeurs de S pour lesquelles les polynômes 



9 ? ^' 



) ? V, 



cessent d'être linéairement indépendants sont évidemment 
indépendantes des changements de coordonnées que l'on 
peut faire sur les coordonnées x, y, z, pourvu qu'elles 
restent rectangulaires; ces valeurs de S sont fourmes par 
l'équation : 

A ïr;B' 

n"A' B 

B' B A" 



c'est-à-dire en faisant 
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F = ax'' -}- a'y- -\- a" :-^ -\- :l'yz -^- zl>' zx -)- zh" :nj 

(2) h" «'-S b =-'0 

6' h a"— S 



or si l'équalion de la quadrique esl mis sous la forme : 

on voit que S,, Sj, S;, sonL préciscinont racines de l'équa- 
lion en S ("2; ; les longueurs des axes a, b, c, sont d'ailleurs : 

« =s,. '=5' "=' = 8. 
Appliquons ceci à la quadriquc (1) on aura 

S, — ^', S. = ^ s, =^ 

a- r e/ 

D'ailleurs ai </,, (/j, (/j, sont les vitesses de dilatations 
principales on aura 

,. = .(1+S,A) S,^(j-:^'3_-^îy =1-2 5,* 

(3) J = .(l+Î,*) s, =1-2S,* 

t=.(l+4iiO s, =1-28,* 

l'cqualion en S appliquée à la quadrique (1} esl d'ailleurs ; 

[1 — 2ï, * — S; - fia — ;i.> 



(1 — 2-j,*— S) 



(1— 2j.àl — S) 



en faisanl B = 1 — 2 s ri/ 
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celle équation devienl, en divisant par dt^, 
(2 s-».,) -?. 



Il) 



(5 S - 2 .,) 



Cetlo équation aura pour racines les vitesses des dilata- 
tions pdnci[jalcs 3i, S,, s^, comme le montrent les for- 
mules (3). 

Si l'on pose 



(5) 



A, = -2 (x. -\- '., H- a,,) 






i'équalion (4) s'écrira 

(0) (2 5/ - A, (-2 of + A, (2 o) - A, ^ 

Les racines de cette équation sont des invariants à 
l'égard des différents trièdres trirectangles de coordonnées. 
Donc les coefficients Ai, A^, A3 sont des invariants. 

Celte remarque nous sera utile dans la théorie de l'élas- 
ticité. 

L'expression ~ ^ ai + a, -f- 13 a une signification géo- 
métrique remarquable ; considérons un paralfélipipède rec- 
tangle dont les arêtes sont parallèles à celles du trièdre de 
coordonnées et dont les petites dimensions sont égales à 
h, h, 4; à. l'instant dt, les arêtes du parallélipipède rec- 
tangle modifié sont devenues /i {1 -|- a, rf/), i.,i\-\--j„,dt)^ 
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k (i + "3 1^')) <it' le volume s'est accru d'ime quantité dont 
la partie principale est, en négligeant des qaatiULés de 
l'ordre de dC : 

h h h (ai + ce, + y.,) cU 

La vitesse de l'accroissement relalif de volume ou de la 
dilatation cubique autour du point A est donc 

^., + -^.^ + ^., 

Nous la désignerons par 0. 

Depiaoein™t Considérons un élément de surface idiyainue dont kîs 
de aiirrace particules restent assemblées en vertu de la continuité, 
physique. Soient a, b, c, les cosinus directeurs de la normale 

à l'élément, cherchons commetiL ces éléments varient avec 
le temps dt. 

Considérons dans l'élémenl une droite physique dont les 
cosinus directeurs sont y., p, -/, on aura la relation 

(7) a-. + b<^ + cy = 

Différencions et ayons é^^ard aux formules (2; et (3} du 
précédent chapitre. Nous aurons en dénommant par S les 
variations de la normale à l'élément qui est une droite 
géométrique, mais n'est plus une droite physique : 

'!;;+pï'H;;+»[-2î(«,B.Y).+|+(«-.«] 

+ 4 [- 2 f c». ?. ï) ? + j| + ('■« - Pï)i 
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Les loraies cii ^ se déLniisoni, les termes : 



peuvent être remplacés par la somme équivalente 

'■" da '^ ^ db ^ 'f de 
on aura donc en ordonnant par rapport à a; [i; v. 

Or cette équation doit ôtro en «, p, y une relation identique 
à la relation 7 ; sans quoi elle ne pourrai!, avoir lieu pour 
toutes les directions situées dans l'élément de la surface 
physique considérée. 

En identifiant les deux relations nous trouvons, m dé- 
signant une quantité encore inconnue : 



« + 5ï + '"-''''=" 

pour délerniiner m observons que l'on a identiquement : 

tûut-\-hZb-\-vZc----r.O 

les équations précédentes et le théorème d'Euler sur les 
fonctions homogènes donnent alors 
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« = 2ç(..6,c)s2, 
on a donc eni'm pour les dérivées cherchées 

En comparant ces formules avec les formules (2) et (3) du 
chapitre I, on voit que la normale à rélément de surface 
physique, éprouve un déplacement de déformation égal et 
contraire au déplacement de déformation de la droite 
physique qui coïncide avec celte normale. 

On peut se proposer de trouver un élément de surface 
physique qui reste parallèle à lui-même, il suflît de faire 



en remplaçant p, q, r par leurs valeurs, on trouve ainsi 

V ' dij ' dx dx 

du I / a I dv\ . . dw _ ^ 



Ces équations homogènes ne seront compatibles que si 
l'on a : 
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dij ~ ' ' di/ dy 

du dv 9 _1_ * 

Celle équation en (f. est du ^l" degré; elle admet Ivois 
racines, dont une au moins est réelle ; il y a donc au 
point A au moins une direction de plan tel qu'un élément 
physique situé dans ce plan et entourant le point A ne 
change pas d'orientation entre les époques i ti t -\- dt. 



Si on adopte, au lieu des coordonnées x^, i 
coordonnées curvilignes orthogonales : p, , pj , pa , para- 
mètres de trois familles distinctes de surfaces orLhogonalcs 
définies par les relations 

fi{Xi, Xi, 3?3) = f, 

fi (iWi, a?s, x^ = p2 

fi [Xi, X,_, X-i) — pj 



des Expression des 
six éléments 
(le la détor- 



doiineea ci 
vilignes. 



dans lesquelles on suppose que les fonctions /,, /„ /a vcri- 
iicnt les relations d'orlhogon alité 

ixs dx, "•" dxi dXi ~^ dXî dXi 
dh_df^,àfj_df^df^ ^ = 
dxi dx, ' dxs dxi ' dx, dx-i 

dxi dx, ' d'Xi dx-2 ~^ dXi dxj 



si on pose, en dénommant les fonctions indifféremment 
par / ou par p : 



y Google 



Ibb COOllDÛiSNIiliS CUIlVn.lGNES, 

la distance des deux points infiniment voisins est donnée 
par la formule très simple : 

(Jp,^ f/pi' rfp,' 



Cette foiTmile et d'autres utiles s'établissent comme il 
suit : 

Cousidérons les intersections des surfaces orthogonales 
deux à deux. 

Soit AK, la courbe où p, varie seul, ABa la courbe oîi p^ 
varie seu.1, et AE^ la courbe où p^ varie seul; l'intersection 
des surfaces p, = C et p, =: c", c'est-à-dire la courbe AR, est 
normale à la surface pi = c'% etc., ete. 

SI donc AAi, AAj, AAj sont les tangentes t,, U, t^ aux 
courbes ÂR|, AR^, AR^, qui forment un trièdre trirec- 
tangle, on a, comme on sait, en désignant par S^s l'élément 
d'arc de AR, et par 0^3:^, sa projection sur l'axe x,, 

-t de, 



de l'égalité 



et comme évidemment 



. 1 % 

hi (IXi, 
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en subsLiliianL cetLc valeur do à^s^ dans l'égaliLù 





1 


(il; 

1s, 




1 


''p. 



si pu pi. p; varient simuitanétnent, la considéralion d'un 
parallélipipède rectangle infiniment petit, donne de suite 

Ceci posé, considérons la vitesse du point A et soient «1, 
!(j, i'j ses composantes suivant les tangentes ÂA,, AA,, 
AA3, on aura 

Supposons que le trièdre mobile de coordonnées carté- 
siennes 3:,, Xi, X3 coïncide avec ie trièdre AAi, AAj, AAj, 
et soient a,, a^, «j, p,, %, p^ les dilatations et les glisse- 
ments relatifs à ce trièdre; la dilatation relative à une 
direction dont les cosinus directeurs relatifs à ce trièdre 
sont X,, i,, Xj, est, comme on l'a vu, 

6 = a, 3.,' + a, ).j' + a, l^^ + p, X, l, + fj, À, l^ + % l, l, 
évaluons <i en coordonnées curvilignes. 
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La distance indniment petite e des deux points ÂB est, 
d'après la remarque faite tout à l'heure 

z^ — ^:-i4- formule exacte au 3" ordre près, 

h,' ' 

eu sorte que le point B se déplaçant sue la droite AB ou 
sur une ligne bien définie, on peut écrire : 

S; -TT — eVI4-rae) '« étant une fonction bien déiÎLiie de ^ 
et de la direction de s ; en différenlianl par rapport au temps 
on aura dans le second nombre 



dont la partie principale est 2s y si -t° n'est pas luil, ce que 
nous pouvons supjjoser. 

Nous trouverons ainsi en conservant la partie principale 

d4..(i+„) 



ijti_dh,df, dk,df, . dkdf,_iji, ,i*,l, i^*! 
«-dp, dl +Sp, il+ik. * -</p, <"'"'' + if, *'•"■-' + ip."'"' 



^'=1* = i ((„,) = ''Shâà ■ ' '''''■ 



(U,)=^^ip,+ -,^'if. + -^ 



on anra donc 

.|=.,[-^;^,*g-,-,*g+»..£)+^(.p,^) 
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d'ailleurs dans le système d'axes {xi, x^. xi) 

on a rf(x', = îÀf= -T^' 

en substituant ces ^^, dans la relation précédente, il viendra 
en divisant par e' 

en identifiant cette forme quadratique en >m, î-s, î-n avec 
celle déjà obtenue, nous aurons les relations qu'on se pro- 
posait de trouver : 

a, = ■■ \ ■-- ~ r \ «i'«i j — h "^''^ T-^ + "j 'a j— ï 
api »i \ opi ops (Jpa / 

^^ = -d^ - s; l"'"' rf^ + "^'^^ dV + "^''^ dT;) 

"^ "~ dp3 Je' \ ' ' dpi "1" ^ '^ dpj "r "^ '■' dpj / 

_ ^3 d (/tjita) ^2 à (/i.jita) 
'^' /(j dpa As dpa 



' /(j dpi "'" ht rfpj 

- F, ~ri^ + h, ~â^ 



La dilatation cui">ique Q = Jii + «^ -r ï;, s'exprimera donc 
ici par la formule : 

9 = /,,/,/4^+^ + -^J 
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Voici une application aiialytic^ue de cette formule con- 
cernant la transformation de l'expression : 

(où a:, y, z sont des coordumices 
cartésiennes reclangles) 

en coordonnées curvilignes orthogonales; si la vitesse ii 
est définie par les composantes cartésiennes : 



dP dç, dV 


-^^- 


-g^ 



la liilatation cubique est ici AF. 
Oq aura donc cette formule 

AF = t.yi, %jMf, + lii/i, df, + Jnh 



'^1 



Des calculs analogues donneraient la rotation moyenne 
en coordonnées curvilignes ; mais celle-ci résultera plus 
sinjplement des propriétés nouvelles qui seront étudiées 
dans la prochaine leçon. 
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Propriétés relatives à la distribution des vitesses dans le 
milieu. — Théorèmes de Stokes et d'Helmholtz. 



Soient Â (a-, «, s) cl F (x, u, z] deux fonctions continues ^^^^^'^ ^* 

^ ■' ' \ > J' } quelques tor- 

adincltant des dérivées continues ; consiaérous 1 mteyrale ^^^^^ simples 

de volume étendue au domaine E des points limité par ^e 

, p ; r. ciilcul intégral, 
une surface fermée S : 



f^ 



Pour calculer cette intégrale de volume, adoptons un 
mode de découpage de l'espace en un réseau de paralléli- 
pipèdes rectangles à trois dimensions infiniment petites et 
parallèles aux axes des coordonnées cartésiennes x, y, z; 
en ce cas, d-^ = dxdydz ; pour calculer l'intégale : 



# 






associons enseml)le une (ile de parallélipipèdes du réseau 
ayant même section droite dyds; pour tous les points se, 
y, s de cette file intérieure au domaine D et situés sur une 
même parallèle à l'axe des a:, y et s sont les mêmes, et la 
variable x varie seule. 

La partie principale de l'intégrale relative à celte file 
est ; 
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r (jf 
ôyiz. I k -y-^dx 

or, on a, d'après le théorème de l'intégration par parties, 

reste à préciser les limites. 

La parallèle D à l'axe des x qui est comme l'axe de la 
file envisagée rencontre, nous le supposons, la surface S 
en un nombre fini de points, on pourra considérer dans ce 
nombre total de points un nombre pair d'entre eux qui 
jouiront des propriétés suiYantes : 

La droite D étant censée parcourue dans le sens parallèle 
à celui de la direclion posilÎTC de l'axe des x renconlre la 
surface S aux points 

M1M0M.M1 M,j,,iM,p. 

ei les portions 

Mi:\î,,M,Mi, , M,,,_,Msj, 

de la droite D sont iuLérieurcs au domaine E 
tandis que les portions 

M.Mj.M-.M;,, , Mi,, ,.M,j,_i 

sont extérieures au domaine E. 

Si on désigne par Xi,x^, a:;^.,,^:;,, les "valeurs 

croissantes de x qui correspondent respectivement aux 
points 
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l'intégrale à calculer est 

Xi s-; X,,, 

mais en posant pour abréger 

A(37,,î/,-,30F(*„yi,3)^(AF), 

la somme précédente se ramène par l'intégration par 
parties à 

[(AF), - (AF),1 -h [im^-im^ + [(AF,.„ - (AF),,.,] 

D'ailleurs le parallélépipède de section droite àij ds découpe 
sur la surface S autour des points M,, Mj M?^. des élé- 
ments de surface 

dui^, dtù^, duij, (Jm.v, diu^p—i, dwjj, 

et en désignant par «,, n^, ™>;)-n »3î, Ibs direclions 

des normales à ces divers éléments menées vert! l'extérieur 
de la surface, on aura 

dijih = -f (rfM)i,cos [il,,, 3;} = — [âi»]-u-x cos (ih^-,,x) 

cette remarque ramène iramôdialement l'intégrale de 
volume 

f\ j- d' k l'intégrale de volume —/F 7- i.h et à 
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l'intégrale de surface A(FA) cos («.œ) dcu cLenduc à la sur- 
face S; en d'aulres termes : 

tel est le théorème qu'on appelle quelquefois théorème de 
l'intégration géométrique par parties. 

En faisant varier le rôle joué par chaque axe de coor- 
données, et appliquant trois fois ce théorème au cas de 
A— 1, on établira immédiatement la formule suivanlc : 

/(b +'^/7 + w) '-'^ ^y ■ ''" '^"^ î"'^'' "'" '" '''^^ ■"■'■''' '^ '^" ™^ '"-"'-^ '■'"' 

si le vecleuv (F, 'l', "'l') Tcritie la distribution soiénoïdale, 
c'est-à-dire si 



cix'dy ' dz 

l'intcgralC'de surface 

/ [F Cûs [n.x) -f 'Il cos in.ij) -\- ^Y C05 {n.z]] âiM 

sera nulle; on peut d'ailleurs, en désignant par R le vec- 
teur qui a pour projections sur les axes F, *, ¥ et par R,, 
la projection de ce vecteur sur la normale à l'élément dut 
dirigée vers l'exlérieur de la surface, l'écrire : 



f?y„(U 
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dx ^ cUj ^ dz 
est salisfiiite identiquement. 

Si donc û (iôsigne la rotalion mo_)'eniio aux composantes Appiicition 
p, p, r ou aura : ^ moyllnl""' 

— Corollaire. — Considérons daus le milieu pliywique 
en mouvement la double infinité de courbes qui satisfoul 
chacune aïix équations différentielles : 



et qu'on appelle depuis Helmhollz des lii/nes tourbiUon- 
naires, puis considérons l'ensemble de ces lignes qui 
s'appuient sue le contour d'une aire plane ayant deux 
dimensions infiniment petites, nous formons ainsi un tube 
tourbillon ou tube tourbUlonnaire , limitons ce fubc à deux 
sections planes par exemple, l'inlégralo 



h 
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THEOREME DE STOKES. 



étendue à toute la surface ainsi limitée est nulle, m^is en 
tout point de (a surface latérale de ce canal Q„ = 0. 

Si donc n se rapporte au côté de la base du lube qui 
convient à un sens déterminé de parcours d'un filet du 
tube tourbillonnaire on aura 

/Q„ d<j) =:: liOlISlniltû 



sur les deux bases du tube. 

En particulier si la base du lube est normale à un lilct 
l'intégrale diffère infiniment peu du produit chiQ, on 
l'appelle intensité rotatoire dit tourbillon. 

Remarque. — Le théorème précédent montre que si on 
considère deux surfaces, jetées en pont sur une même 
courbe fermée et dont la réunion forme un domaine E 
sans pénétration réciproque, l'intégrale Ji~în(h> aura même 
valeur sur les deux surfaces. 

// est donc naturel de prévoir que l'intégrale considérée 
est réductible à une intégrale c^irviliçjne relative à la courbe 
fermée G. 

C'est ce que va coniirnier le théorème suivant. 

Thenismc Cousidéroos une courbe fermée G, gauche ou plane, sur 

aHinkei laquelle s'appuie une certaine surface, supposons qu'on 
nomme adopte un sens de parcours de la courbe G; on peut 
tiieoime de as=iOcier alors à ce sens de parcours un sens de la normale 
à un élément abcd de surface; en effet, si par une défor- 
mation continue, on passe de la courbe G au contour abcd, 
on déliuil un sens de parcours de ce dernier; le sens de 
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la normale à l'élément, associé à ce sens, sei'a tel qu'un 

observateur reposant suc le 

plan tangent à l'élément, en 

un point intérieur à celui-ci, 

voit le sens de parcours 

abcd parcouru par rapport 

à sa droite et à sa gauche 

dans «n sens qui est en 

harmonie avec l'orientation du ttiàdre de coordonnées. 

Nous pourrons alors tracer sur la surface deux familles 
de courbes telles que 



. où le paramètre « varie senl 
. où le paramètre {'• varie seul 



ces paramètres a et p peu- 
vent servir à définir sans 
ambiguïté un point de la 
snrfa,ce. 

Nous supposerons que 
a croit dans ie sens 1 2 
et que P croît dans le sens 

2 3. Ceci posé, envisageons 
l'intégrale de surface : 

.] - 




= .>..„ 



étendue à la portion de surface limitée par la courbe G, 
Q« désignant la projection de la rotation moyenne D sur la 
normale orientée à l'élément (iw. 
On a donc par détinilion 
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fdw di-\ 
i'chi dm \ 






Or ou ■v'édfi.e sans peine que âa el d[i claiit positifs comme 
db), on aura : 

, fd.v du dJe d!/\ , ,„ 

""'"("■ ^) = [j, if -^ £)<''''? 

(dy dz du dz\ ^ ^, 
d.. cos (n. ^) = (^^^ ^p - ^p ^^j rf* d{i 

{dz dx. dz dx\ 

On déduit de là, eu ordoiinanL par rupporl aux dérivées des 
fonctions respectives u, v, ta. 

' ^ I I I U Ce -i? - r, r.) - 5 (,c n; - i;, ï!) J "" ■'? 

+ f I [jx \jh <i - <i> <rj - ,h Ir^. ;(;i ^ ,7,^ ,7^ jj ''- ''.^ 

Les termes en -,- eL -j- de la première intégrale du 

second membre peuvent s''écrire 

d.r rdu dz .dn^dy^ dx V'du^ <^ i ^' ^~1 

ïï"li [Tz Ih.'^dx daj ~ "dà \jïz û^ ~^ dy tipj 
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ou encore 

i;p 1, <lx iS "■' dij da "*" (te d%i di Idx dli "'" dij il\i '^ du d'fiX 

OU enfin 

dx du dw du 

celte dilïércnce peut d'ailleurs encore s'écrire 
d r dx'\ d r dx~\ 

di l" '# J ~ ''p L" ^^- J 

or l'inlégralion par parLics donne 

Pj, p4 désigne les valeurs des paramètres des courbes 
tangentes à la courbe 0, sur lesquelles [i varie seul. 

Mais l'intégrale du second membre peut évidemment 
être remplacée par l'intégrale curviligne 



prise le long de la courbe G. 
Un calcul analogue donnera : 

-//|[»ÏJ"-^=/«f"- 



la portion considérée de l'iiilégrale J sera donc 
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on calculoi'a dn la même manière les deux autres inté- 
grales doublcfi, cl l'on aura : 

l'intégrale f{ndx + vili/ -j- wdt) relative à une courbe L 

"i, 
quelconque porte le nom de flux relalif à celle ligne. 

Le flux relatif à une courbe fermée G porte le nom de 
circiitation. 

Remarque, — Si l'on a identiquement û ;=: 0, on aura 
aussi û„ = 0. En ce cas, l'intégrale 

/ udx + vdy -\- wds 

ne dépend que des extrémités du chemin L et non des 
points intermédiaires. Pour deux courbes L et L', termi- 
. nées aux mêmes extrémilés, on aura 

f (iidx -\- vdy + wdz) = J {udœ 4- vdy -\- wd') 
'l L' 

Ceci suppose que les courbes L et L' réunies forment une 
courbe fermée sur laquelle on puisse jeter une surface, 
toute entière située dans le milieu en mouvement. 

Cette condition, par exemple, cesserait d'être remplie 
pour un milieu qui n'occuperait que le volume d'un tore. 

Nous supposerons dans la question suivante que les 
courbes L et L' restent dans une région telle que la condi- 
tion précédente soit naturellement remplie. 
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On peut alors se poser la queslion suivante : 
Sur quelle surface doiL-on virkiellcmenl déplacer le point 
géomélriciLie [x, y, z) pour que, sur cetLe surface, l'expres- 
sion udx -^ vdij -{- luds devienne une difi'ércnlielle exacte 
d'une fonction de deux variables indépendantes. 

Soient a et ^ les paramètres qui fixent la position du point 
M [(o,y,z) sur cette surface; la condition, pour qu'il en soit 
ainsi, sera évidemment : 









Le calcul du théorème précédent fait dans l'ordre inverse 
montre alors qu'on aura : 

V '-'.y ilzj \da. d<^ di^ d<i.J ' \d3 dx)\d-j. dp di-, d-i. ) 
+ \dx dy) \dy. ((fi d'i di.) ~ 

et cette équation exprime que la relation moyenne û est 
dans le plan tangent k la surface considérée; en d'autres 
termes cette surface est un lieu de courbes tourbillonnai rcs ; 
nous l'appellerons une surface tourbillonnaire. 

Soient ii, v, mj trois fonctions quelconques des trois va- 
riables X, i/,s : représentant, nous pouvons le supposer, les 
composantes d'une vitesse d'un point d'un milieu; soient 
i]j = consi', une famille de surfaces tourbillonnaires, et 
« ~ consi", ^ = coî%sP, deux autres familles de surfaces, telles 
que a, p, ij-, puissent être envisagées comme coordonnées 
curvilignes du point M {x, y, =). 
X, y, z étant exprimés en «, p, •\. 
tidx + vdy + wdz devient une expression de la forme 
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Par hypothèse, si on fait ■}- = consf^, kd% 4- Bf^P devient 
la difEércnlielle exacte d'une fonction ? où 'J^ joue le rôle 
de paramètre. 

On pourra donc écrire : 

k'Jy. + Udd -- do — Vt d'I 
On aura donc : 

uOx + va(/ -f- lyfij = do -p ( t^ ~ y- ) '^'î' 

en posant G — ~ = m 

On aura cntin : 

ïiâx -f- utiy + wî'f2 ~ d^ + md\ 

')f — consi' et m = coHs(f seront alors deux familles de surfaces 
tourbillonnaires, d'après la remarque précédente. 

Gelte remarque a été utilisée par Clebsch pour diriger 
l'intégration des équations de l'hydrodynamique comme on 
le verra plus loin. 

Variation Considérons le milieu Po en mouvement et occupant aux 

dans le temps "^poques t„ et î, les positions P„, P,; soient L,, et L, les deux 

positions d'une ligne physique L envisagée aux deux époques. 

Considérons le flux Fl [t) relatif à la courbe L et à 

l'époque t, c'est-à-dire l'intégrale curviligne : 

l'Y 0) =f{uisc + vày + wàz) 

L, 

S désignant des variations relatives au milieu envisagé 
à une même époque t nous désignerons par d les variations 
relatives à des quantités altachces à un môme point 
physique. 
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La dérivée du flux sera dès lors : 



iW dt' dl 
léralion/; posons alors 

Ou _ . 
dl ~^' 
dv 



T=l(..- + . 



Et la rclalion obtenue s'écrira : 



= I OV3a;+i,,3y-i-j.S.)-hT,--p 



T, et To se rapportant aux extrémités de la courbe Li. 

Supposons que la courbe L devienne une courbe fermée 
0, toute entière située dans le milieu, et telle que la courbe 
G soit réduetible à un point par déformation continue sans 
quitter ie milieu. Lorsque le "volume occupé par le milieu 
jouit de celte propriété pour toutes les courbes C fermées 
qu'on y peut tracer, on dit que le volume considéré est 
simplement connexe. 

En ce cas on aura T, =Tu. 

Posons mainlcnaut : 
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" " tis dx: 

« a ^ = '-!-'■ -"-k 

dx dij 

Los quanlitcs Q',„ 0\, O', seront les prnjeclions d'un 
vecteur 0' que nous appellerons l'accélération rotatoire. 

L'intégrale curviligne relalive à la courbe fermée peut 
alors être remplacée par l'intégrale de surface : 



.yir„„ 



l'intégrale étant relative à une surface fermée s'appuyaiit 
suc le contour C. 



Cette circonstance se présente notamment lorsque II 
désignant une fonction bien déterminée on a : 



~ dy 



On dit en ce cas qtiil existe une fonction des accélérations. 
Nous supposons, dans ce qui va suivre, que cette con- 
dition soit réalisée. 
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D'ailleurs, dans le cas général, on peut jeter sur la 
courbe C une surface donnée; en coosidcrant cette suri'ace 
physique on a : 



Ih'^^r-;^ 



c'esl-à-dive : 

La dérivée par rapport au temps de l'intensité towbil- 
lonnaire relative à une aire pkysique fermée est égale à 
rintejisité de l'accélération rotatoîre relative à la même 
surface; dans l'hypothèse particulière d'une fonction des 
accélérations cette dernière est nulle. 

On a donc ainsi en ce cas : 

et par suite : 

lu d'-i — t[iii<ilaiii(! 

Voici plusieurs conséquences remarquables. 
Supposons que l'on ait à une époque initiale t„ 

(iiy). ^ 

on aura constamment : 

fii.di.^ =: 

et comme ceci a lieu quelle que soit l'étendue de la surface 
on conclut ; 



Tliéorème 
de Lagraiigo. 



y Google 



lob THEORÈJIl! Di: LAGHANClï. 

et comme l'orieiitalioii de la surface est arbitraire on 
concluera 

u ^ il toute Époque 

donc, enfin, si 

est une différentielle exacte à l'époque i^ 

sera différentielle exacte à toute époque : c'est le théorème 
de Lagrange. 

Thûorcme Considérons une courbe C tracée sur une surface tourbil- 

sénéraiis^ lonuaire à l'origine; on a à l'origine ('^j^^^^ sur toute celte 
surface. 
On aura donc dans tout le champ à toute époque l 

et le champ étant arbitraire 

Donc si nnc surface phydqup. es/, loiirhillonnaiye h l'ori- 
gine elle restera toujours tourl)illonnairc, 

Corollaire. Lgg lignes tourbillonnai res intersections de deux surfaces 
physiques seront aussi des lignes physiques. 
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Ce théorème est dû à Hclmhollz, la démonstration ([iii 
en est donnée ici appartient à Thomson. 



L'intensité rotatoire d'un tube toiirbillonnairc est indé- ^«•"""^ 

tliénréme 

pendante du temps. diidmhoiu, 

Ëi on considèfo un tube lourbiilonnairc et une surface 



qui le coupe, l'intégrale 



/V" 



relative à celle-ci est constante tout le long du tube; elle 
est aussi, comme on l'a vu plus haut, indépendante du 
temps. 

Remarque, — Ces tliéorèmes d'HelinhoItz sont une con- 
séquence de l'existence d'une fonction des accélérations. 

La réciproque est-elle vraie? 

Supposons d'abord que le premier théorème d'Helmholtz 
soit vrai, c'e&t-à-dire que les lignes tourbillonnaires soient 
des lignes physiques; reprenons l'égalité applicable à tous 
les cas, obtenue plus haut, savoir : 



éfv-^/'^ 



il existe une famille de surfaces physiques (les surfaces 
tourbillonnaires) pour lesquelles on a constamment O;,- — 0. 
L'égalité précédente montre que sur les mêmes surfaces 
on aura 

û' = 
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L'hypothèse û — enLraîae donc, dans le cas où le 
premier Ihéorème d'HelmhoKz est applicable, l'hypothèse 
û^= 0; donc la conservation des lignes et par suite des 
surfaces tourbillonnai res exige seule?nent que l'accélération 
roCatoire soii parallèle à la rolation moyenne. 

Mais la simultanéité des deux thcorcmes d'IIelmhollz 
exige que l'on ait partout 



el par conséquent 



donc en ce cas il y a nécessairement une fonction des 
accélérations. 

Application Le théorème d'Haukel permet très simplement d'exprimer 
d'Hankeiaux '* rotation moyenne en coordonnées curvilignes, 
roordonnées Considérons sur la surface : pj=C'% 

curvilignes. 




le quadrilatère curviligne AMiA'M^. 

AMi courbe oià p, varie seul 
AMj courbe où p^ varie seul 
M, A' courbe où p:, varie seul 
A'M, courbe où pi varie seul 



Soient Qi, Qj, û^ les composaûtes 
de la rotation moyenne suivant les droites AA,, ÂA^, AAj 
déjà envisagées, normales aux surfaces respectives : 
f, (ie, y, ;) - ?, 

U [^, V. z) = f, 
formant uu système triple orthogonal. 



y Google 



COUPS Bf.FORMABLKS. 



La parlie principale de l'intégrale ~ f^l *'"' relative à 
l'aire de la surface pj = c° limitée par le quadrilatère curvi- 
ligne sus-mentionné sera : 

2 Q, -7^ ~ 
h, h, 

rinlégrale curviligne équivalente sera : 
M, y .V M. 

A, ih M, A 

ot aura pour partie principale : 

le Ihéorètne de Stokcs donnera alors au point A les trois 
formules : 
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Théorie de l'élasticité. 
La fonction des forces moléculaires. 



Soit un point donné, traçons mie sphère ayant pour 
centre et un rayon E très petit physiquement parlant, 
mais assez grand pour oonleair un très grand nombre de 
particules. 

Celles-ci sont de dimensions très petites par rapport à 
leurs distances mutuelles et exercent les unes sur les 
autres des actions concentrées en leurs centres de gravité 
et fonctions de ia position mutuelle de ces centres. 

Cette dernière hypothèse est l'hypothèse moléculaire. 

Nous admettrons que les forces dérivent d'une fonction 
des forces qui ne dépend que des distances mutuelles des 
centres de gravité des particules; ce qui, remarquons-le 
bien, n'exige pas que les forces soient mutuelles. 

Nous regarderons, d'ailleurs, les molécules comme for- 
mant un système libre. L'hypothèse des liaisons n'a pas 
plus de généralité, et au point de vue analytique, sinon 
au point de vue concret, il est commode de s'en passer. 

L'équihbre d'un système de particules isolées s'exprime 
très aisément, comme nous le verrous, au moins théorique- 
ment. 

Mais la conception de fonctions de points isolés, et surtout 
la conception de leurs dérivées demande quelques éclair- 
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cissemeiils.. Il s'agit en somme de la clislinclion du conlinu 
malliémalique e-L du continu physique. 

En Analyse, le mot inliniment pelit s'applique à une 
grandeur variable qui tend vers zôro; il semble donc qu'une 
fonction u {x,y,z) des coordonnées d'un point faisant partie 
d'un ensemble discontinu ne 'puisse admettre de dérivées 
partielles par rapport à ces variables. Et pourtant, nous 
considérerons par la suite les projections \, Ti, K, du déplace- 
ment élastique d'une particule de coordonnées x, y, s, et nous 
considérerons comme dans le cas d'un milieu continu des 
dérivées : 

dx' "■" * d^ ' 

Que faut-il entendre par làï 

Nous serons amenés par la suite à considérer un domaine 
de petites dimensions physiques (la sphère d'activité molé- 
culaire) renfermant un grand nombre de points physiques, 
et nous admettrons qu'à l'intérieur de ce domaine on a : 

Les quantités Aj B, C, désignant des quantités sinon 
constantes dans ce domaine, du moins des quantités dont 
les variations dans ce domaine sont de l'ordre physique de 
l'étendae linéaire de ce domaine. Les quantités A, B, C, 
ou leurs valeurs moyennes pourront jouer alors le rôle de 
premières dérivées pJtysiqiies de la fonction u. 

Si Ao, B„. Cj, désignent des fonctions de x^, y„ z„, analy- 
tiquement continues; 

Et si, dans l'intérieur du petit domaine, on a : 

u [x, y. -.] - u {X.. y„ ^.) = ft, (:t - .ï.) + i',. <JJ - >J.) -[■ C. (;- ^,) + 1' 
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* désignant une forme quadratique approchée des a: — a„, 
y — y., ^ — :-o- 

Los coefficients de * seront, sinon des constantes, 
du moins des quantités dont les -variations sont de l'ordre 
physique de l'étendue du domaine considéré, les quantités 
A„, Bo, G„ seront les dérivées premières précisées si l'expres- 
sion A^dx + B^dy + 0,^2 est inlégrable. 

Ces considérations manquent évidemment de rigueur et 
il y a, sans doute, une infinité de dérivées précisées pos- 
sibles ; quoi qu'il en soit nous supposerons que si ti désigne 
l'une des composantes d'un déplacement élastique l'on 
puisse poser approximativement : 

u{x',v\z') -î((a;,?/,s)^A„(a;'-:r)-fB<,(;/' — î/)-fC„(,-' — ^} 

Ao, B„, G„ étant des fonctions analytiques, admellant 
des dérivées et satisfaisant aux condilions; 

dk^_d^ dko_dC^ dBo_(iC„ 
dy ~ dx' dz ~7 ^'' dz ^ dy 



en ce cas nous pourrons représenter les coefficients 
A„, B„, C„ par les notations : 

du du dic 
dx ' dx' dy 

L'équilibre Soient œ„ y,, Zi les coordonnées cartésiennes du centre de 
(^ astique. gravjté d'une particule M,- du corps envisagé dans un pre- 
mier état d'équilibre que nous appellerons équilibre naturel. 
Nous désignerons par Aj, Bj, Cj les projections de la résul- 
tante des forces intérieures exercées par les molécules du 
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.corps sur la molécule M;; soient P;, Q,, U; les projeclions 
d'une force extérieure, 

Les équations de l'éqailibre naturel seront : 

A/ + t\ = 

B, + Q, r= 

C, -f II, = 



Supposons maintenant que des forces extérieures nou- 
velles viennent à agir, une nouvelle position d'équilibre du 
système va naître. 

Les coordonnées de la particule ^iViZi deviennent 



œi'\'l„Vi- 



o;,^; + C.; 



les valeurs des actions moléculaires intérieures sont chan- 
gées, car Af,B;,Cf sont des fonctions des coordonnées 
Xi,yi,Zi de M; et des diverses coordonnées x,,yi,z„ des autres 
particules M^. Désignons par (A,), (Bi), (C) leurs nouvelles 
valeurs et faisons : 

A, =; F (xi.vu^r, Xk.VK,=k; ■■•■) 

Faisons ensuite : 
(A,-) = F (a;, + h, y, + -^,, s,- -h C. ; .t. -j- ?., y,,- -j- r,;„ z, -l :,) 

et, soient X,-, Y,-, Z; les variations de la force extérieure 
appliquée en M;, nous aurons pour l'équation de l'équilibre 
contraint ; 

0\,) + p, + x, = o 

(li,) 4- Q, + Y,- = 
(C,-) -1- II, -j- Z,. ^ 
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Soit U la fonction des forces moléculaires, nous la suppo- 
sons développable en série de Taylor par rapport aux 
puissances des l,-'[,i; désignons par \h le terme homogène 
de degré X de ce développement, on aura : 



^U, + l', + B,+ 




--i «-t ^. 


(in, 


(^0=f+f+- 








<Î0, <iD, 

^^•>^ a5+ <Ki+ ■■ 





Si on néglige les puissances supérieures ï,"ii, ï supérieures 
à la première et si on subsLilne ces valeurs dans les 
équations de l'équilibre contraint, on Irouycra : 



Ces équations sont du 1'''' degré en ^r',; C;. ltv>^k. et s'il 
y a n molécules, on aura 3 7t équations linéaires à 3 n 
inconnues. 

Gomme les molécules ne sauraient être données indivi- 
duellement, la méthode précédente est purement formelle. 
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Nous supposerons d'abord que la fonction des forces ne Hypothèse ro- 
dépende que de la configuration du système, c'est-à-dire f^jj^tion des 
des dislances mutuelles des molécules prises deux à deux. forces. 

Si X, y, z sont dans le premier état d'équilibre les coor- 
données d'une molécule générale m„ nous désignerons les 
coordonnées d'une molécule voisine par x -\- Dx, y -\- Dy, 
z -\- Dz. 

iSTous désignerons par R le cairé do leur distance dans 
le premier état : 

It = D,,^ 4- II,,; + D.^ ; 

Soient '%. -.,, i;. les projections du déplacement de mj, \ + Dl, 
T\ -\- Dv], C -|- D^ les projections du déplacement de m^. 
R deviendra R -|- p g^ ''oh aura 

(U + p) ^ (D^' + DOH- (Lli/ + D-',)' H- (D; + m 

■en développant la fonction U de K, il'... 
U(lï+f, lï' + p'...)^ 

suivant les puissances de p. p' on aura en négligeant les 
termes du troisième ordre 



Z: 


= u. + c, 


+ c. 


U. 


= D(R.n' 


..) 


Dr 










La comparaison des ■valeurs de R et R -j- p donne d'ailleurs 
ou, en faisant ; 
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En suljstiLnant oL négligeant loiijours les termes du 
troisième ordre, l'expression de U deviendra : 



Hypotliiise 
relative S la 

vile tnolôcu- 



Les actions moléculaires ne s'exercent qu'à une dislance 
S très petite (rayon d'activité moléculaire). U n'acquiert 
de valeurs sensibles que pour les couples de points moins 
éloignés que s et de plus chaque quantité ■ . . , n'est 

appréciable que si les quatre points relatifs aux dislances 
R et R' sont dans une sphère de l'ordre de S. 

Considérons dès lors le volume V limité par une surface 
fermée, décomposé en deux régions V et V". 

Nous pouvons partager les distances mutuelles en trois 
groupe? : 

1" Celles qui ne mettent en joli dans U que les dislances 
de poinls tous situées dans V', soit U' la partie correspon- 
dante de U. 

2" Celles qui ne mettent en jeu dans U que les distances 
de poinls situés dans V. 

3° Celles qui font intervenir dans U et des poinls de V 
et des poinls de V". 

Si les volumes considérés sont grands par rapport au rayon 
eC activité moléculaire, l'imporlance du troisième groupe est 
négligeable devant celle des deux autres. 

Dans ces conditions nous admettons que l'on a; 
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U-- U' + i;" 

el il on sera encore de même lorai:|ue noua diviserons le 
volume en éléments physiques pelilE i-r, mais grands encore 
par rapport à la sphère d'activité moléculaire. 
Nous admettrons que Ton pourra poser encore 

II = V W Ar 

W désignant une fonction des distances mutuelles des 
points uniquement situés dans le volume At. 
Nous admettons que l'on aura à l'intérieur de jIt 



dy 
dy 



iïi^ 



Les dérivées partielles physiques gardant de plus une 
valeur sensiblement constante à l'inténear de ix. 

La fonction des forces de l'élément At sera donnée par 
une expression analogue à (2 bis), mais dans laquelle ne 
(igurent que des distances mutuelles de points situés dans 
i-: ; posons : 



~<>'J 



On aura en se reporlant aux valeurs de pi, p^ et en vertu 
de (3) 
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après avoir fait : 

"-(l)+(È)"+(|)' 



n -^''-i 






''' ~ dij dz 


+ S/E 




dî dl 

^'■ = dIS 


+ IÈ 


+ SE 



en substituant dans la formule (2) on voit que la partie 
,(IF 

les coefiicients sonl : 

JF -jF ji.' ijK i/ir (jv 

^^ M ""'"^ J» »»'• '^^ ^m "'■■ ■•- ,1» »-'"■ ^^ iS "■' »•■ =^ ,1» "•»'■' 

11 est à remarquer que ces coefiicients sont nuls lorsqno 
les forces extérieures sont nulles dans le premier clat 
d'équilibre. 

Les équalions de l'équilibre naturel sont en effet, comme 
on l'a vu plus liant, au premier point de vue : 



4- 0, = 

+ II, = 
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Si donc P, = Q; = B, = on aura : 



Mais U, est une forme homogène et linéaire, donc 

quels que soient les \, i\, C- 
Donc, dans ce cas, l'on aura : 



&y et pi pi' seront deux formes quadratiques par rapport 
aux a et p; cette forme à 6 variables aura 



I/expression TJ qui dépend de p^ sera une combinaison 
linéaire des sis polynômes n. 

L'ensemble des 3 derniers termes de la formule (2) rela- 
tive à l'élément if dépendra donc de 27 coedicients; les 
6 coefficients de la combinaison linéaire des polynômes n 
sont d'ailleurs les mêmes au facteur \ près que ceux de la 
forme linéaire des « et P; les 27 coefficients se réduiront 
donc à 21 quand les forces extérieures sont nulles dans le 
premier état d'équiliLre. 
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Celte hypothèse n'est pas toujours admissible (exemple : 
cas d'un gaz). L'hypollièse des forces centrales adoptée par 
Gauchy cl Poisson réduit encore le nombre de 21 coeffi- 
cients des a et ^ dans la forme quadratique de ces quan- 
tités qui coïncide avec les deux derniers termes de la 
formule (2) appliquée à l'élément At. 

En effet, dans le cas des forces centrales mutuelles, la 
fonction F est é-videmment de la fovme 

't(it) + ?,ffO+.,. 
et par suite 



Nous n'avons alors à considérer que la somme 

relative au volume i^- 

p, est une forme linéaire (S) des a et p; les coefficients 
de cette forme ne dépendent que des trois quantités 
Hx, Dy, Ds. 

pL^ sera donc une forme quadratique des « et p dont 21 
des coefficieiits seront unis par 21 — 3 — '18 relations. 

Celles de ces relations qui sont linéaires et liomogciies 
persisteront dans la forme quadratique (par rapport aux 
X et <}). 

Qr, dans pi% on aura évidemment 

i coefficient de 2 ai a^ = coefficient de ^î 
coefQcient de 2 pi |Ï2 = coefficient de 2 1x3 p:, 
etc. 
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Les relations de ce type sont au nombre de 6, elles 
sont linéaires et on peut démontrer qu'il n'y en a point 
d'autres linéaires. 

Les 21 coefficients de la forme considérée sont donc 
réductibles à 15 d'entre eux. 

En résumé, la somme étendue au volume iir 

est privée de son premier terme (combinaisons linéaires 
des n) lorsque les forces extérieures sont nulles dans l'état 
d'équilibre nalurel. 

Elle est privée de son troisième terme lorsque les forces 
sont centrales. 

Et enfin le terme moyen qui subsiste seul, quand les 
deux hypothèses précédentes sont réunies, dépend de 
iS coefficienis arbitraires. 

Les 27 coefficients généraux se réduisent donc à 21 dans 
deux hypothèses distinctes et à 15 lorsque ces hypothèses 
sont associées. 

Si eu chaque point d'un corps quelconque, il n'existe Corps isotropes, 
pas de différence entre les diverses directions émanant 
de ce point, au point de vue des propriétés physiques, le 
corps considéré est dit isotrope. 

Pour voir comment se simplifie la fonction U pour les 
corps isotropes nous résoudrons d'abord la question sui- 
vante : 

Quels sont les polynômes homogènes du second degré par 
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fonctions l, -n, K, qui jouissent de la propriété d'être inva- 
riants à l'égard de l'orientation dti trièdre de coordonnées.. 
Nous avons déjà vu dans la cinématique des déforma- 
tions que les dilatations pi-încipales Si Sa Ss sont les racines 
de réqualion 



d'oii l'on déduit c[ue les coefficients des puissances 2, 1 et 
de 5 dans l'équalion précédente développée sont des 
invariants; ces coefficients alternalivement chargés de 
signe sont 

A, = 2 (ïi + :t, -]- Ka) =: = dilatation cubique 



h pi 2 et, 



la considération de A, et A^ nous donne de suiie deux 
polynômes isotropes du second degré. 
Savoir : 



\° 






un troisième nous sera donné par le carré de la rotation 
moyenne /j^ + 9* + r^ ~ B 



_, AU, djÇ^' 
-\dH dxJ 
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toutes ces sommes s qu'on 716111 d'écrire sont des sommes 
de trois termes dont nn seul est écrit, les deux autres 
termes dérivent de celui-ci par la permutation circulaire 
effectuée simulttincnient sur les groupes de lettres corres- 



Aux polynômes isotropes précédents on peut associer le 
polynôme C déduit des précédents. 

4. -'Idxd-u dy'dxj 

Existe-t-il d'autres polynômes isotropes non réductibles 
aux trois précédents î 

A cet effet observons d'abord que si on change le sens 
des axes, l, vi, ^, x, y, z changent de signe, ce qui ne 
modifie aucune des dérivées. 

Si l'on fait faire au système d'axes un demi-tour autour 
de l'axe z, x, y, %, i\ deviennent négatifs, ni z ni x, se 
changent. 

On peut dans cette remarque permuter les lettres. 
D'où on voit que tout polynôme homogène isotrope du 
second degré conliendra des termes des types suivants 

( .- J , et les termes dérivés par punnutalloii 

dx dy ' 



\d!iJ 
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Le rôle des axes pouvant êlre échangé, on voit que lous 
les termes d'un même groupe auront môme coefficient. 

Tous les polynômes isotropes seront doue des combi- 
naisons linéaires des polynômes symétriques 

W -K/hJ' ~[,\dyJ ^\dxJ J -'dxdf ^ dy dx 

S'il existait plus de trois polynômes isoiropca linéaire- 
ment indépendants, les quatre sommes (6) seraient des 
polynômes isotropes. 

Or une rotation de r contour de l'axe de s montre netlc- 
4 
ment que la somme 



^U) 



ne se transforme pas en elle-même par ce déplacement des 
axes. 
Il n'y a doue que 3 polynOmcs isotropes distincis : 
e-, A,, 4 B. 

On a déjà formé au moyen de coux-ci la combinaison 
linéaire 

_ \j_j- .iJS ^, / d_l dr^ dl t/rA 
~" 4 ' \dx dij dy dxj 

En voiei deux autres remarquablement simples aussi; 
d'abord celle-ci : 

02 _ A, H- ^ c = n.,,, 4- n„, -f ii,, 

puis une autre qu'on obtient en partant de l'identité 

f.r + W + ?.' = s(| + t)' 
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Oti tire de la défiiiiUon de B' 

4B + rj,= + [i.^ -|- fi;- = n^^ + n„ + ri^= 

+ 2 (..,= + a,^ + «,=) 

d'où on Yoit que le polynôme 

u^., + ,f + ., + il+Jl+il 

est isotrope. 

Nous prendrons pour polynùmcs isotropes indépendants : 

B^ H, et n^^ + n,;„ + II,, 

La fonction des forces raoléculaireË relalîve à l'élément 
de volume i-r sera donc nécessairemonl pour un corps 
isotrope do la forme : 

(7) at [yo _ i I' - a 11 H- V (n,,, + n,„ + iL^I 

\u = ., + .,^., + ^^à.^^ 

les n étant définis plus haut (équation 5). 
est en effet le seul polynôme isotrope du î"' degré. 
Avant d'étudier les coefficients ■;, X, n, v, démontrons 
quelques théorèmes généraux. 

Théorème I, — Si les a et les p sont nuls dans totile la 
masse du corps, il n'/j apas de déformation proprement dite, 
mais k corps se déplace à la manière d'un solide invariable. 
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Supposons en effet que l'on ait : 

«=0 '';=0 ''?=0 y^y. 

dx liij ai ii'j dx 



di.tix ' dijfix 
it. , K 






ces équations donneiil immédialement 

(i^(/a dijdx dzdij 



et par suite X„ Y;, Z;, désignant des fonctions respectives 
de X sculj de y soûl, de s seul on aura : 

E = ï + Z 
1 = 2,+?;, 
t = X, + Y, 



en ayant égard maiulcuanL aux relations 
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On ti'ouve enfin : 






Ces formules expriment que le corps s'est déplacé sans 
se déformer après avoir subi une translation {ç„, -r^^, Q el 
une rotalion {po, q^, r^. 

Théorème il. — Une même forme quadratique des neuf 



que d'une seule manière en une forme quadratique des a 
el des ^ et en une forme linéaire des six polynômes n ; 
(équations 5, page 198). 

Tout d'abord, s'il existait deux modes de décomposition 
non identiques, en les égalant on aurait une relation d'où 
les polynômes n ne pourraient pas disparaître d'eux-mêmes, 
sans quoi on aurait une relation entre les a et fi iiui sont 
évidemment arbitraires. 

Supposons donc pour un moment qu'il y ait une relation 

linéaire entre les II et les a et les p; les ',- -;- y- étant 
' dx dy dz 

regardés commes des arbitraires, faisons les a et les fi nuls, 
la relation en question subsisterait entre les II particula- 
risés, d'après la remarque précédente; mais les a et p étant 
nuls, ^. fi' ^ ont d'après le théorème précédent la forme (8), 
or on trouve dans ce cas 

n„. = rj + q,^ n^- P.^ + '■;, n== = (qo' + î>„=) 

ih,j= — P'"l<n 1!!,;= — (Jo/'o, l'i=x= — p^r„ 

la relation entre les n se traduirait par l'égalité à zéro 
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d'une forme quadratique des p^, q^, r^, mais ces quanlilés 
sont arbitraires et la conclusion serait absurde. 

Donc, la forme quadratique des neuf dérivés considérés, 
ne comporte qu'un seul mode de décomposition en deux 
groupes de l'espèce indiquée. C. Q. F. D. 

Relations Une comparaison déjà faite entre les coefficients des 

des coefficients polyûômcs II et ccus dc la formo linéaire des a et p qui 
1. 1, fi, V. figurent dans le développement, de la fonction des forces 
moléculaires donne 



quand les forces sont centrales, la forme quadratique des 
a et p doit présenter les particularités signalées plus haut, 
et l'on doit avoir six relations des types suivants : 

cocOideiit lie 5 a; «j — cocfficitiiil de [ij- 
coei'Iiciciil (le 2 ^i f:^;;; coefficient '\r: S^iî^n 

Les relations du second type sont ici satisfaites d'elles- 
mêmes par des valeurs nulles des coefficients considérés. 

Les relations du premier type se réduisent à la relation 
unique : 

\ — ^ 

Si les forces extérieures sont nulles dans l'état d'équilibre 
naturel, on aura en ce cas y = v-0. 

Ainsi pour les corps isotropes les 27 coefficients se 
réduisent à trois )., •>., v (y = 2v). 

Si les forces extérieures sont nulles dans l'état d'équilibre 
naturel, les trois coefficients se réduisent à deux (v = y=0). 
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Si les forces sont centrales, les trois coefficients se réduisent 
encore à deux {X = {/.). 

Si les deux hypothèses sont faites siuiullanémenl, les 
trois coefhcients se réduisent à mi. 

Si les corps isotropes considérés sont en outre homogènes, 
les coefficients considérés sont constants à l'intérieur du 
corps. 
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Équations de l'équilibre élastique. 

Regardons un corps élastique comme un assemblage de 
particules libres, et convenons d'assimiler la fonction des 
forces moléculaires sWi-r à une intégrale de volume ["^ix. 
Cette assimilation du continu physique et du continu 
mathématique prête le flanc à de très graves objeclions; 
mais nous passerons outre, et nous reviendrons de fait à la 
conception de la matière continue. 

— Soit d-: un élément do volume, G son centre de 
gravité. 

Les forces extérieures appliquées aux diverses parties 
de cet élément peuvent être, réduites à une résultante de 
translation passant par le centre de gravité G et à un 
couple. 

Cette composition dos forces suppose rigidifiée la partie 
du corps située dans le volume dr, on rétablit la liaison 
moléculaire en imaginant que la partie extérieure du corps 
élastique réagit par Ae.?s pressions sur la surface de l'élément 
de volume dt. 

On peut parvenir à la considération de l'équilibre élas- 
tique par quelques hypothèses extrêmement générales 
faites sur ces réactions ou pressions. 

Ce n'est pas la méthode que nous suivrons, mais je 
veux seulement présenter à ce sujet une remarque. 



y Google 



COUPS DÉFOIIMAM.ES. 211 

Les forces extérieures (pesanteur et forces analogues) se 
réduisent à une résultante de l'ordre de dt ou du troisième 
ordre infinilésimal, passant par G, et à un couple du 
cinquième ordre ayant un axe passant par G; les pressions 
sont des forces qui s'exercent sur l'étendue de la surface 
de rir, et elles se groupent par forces du second ordre; 
pour que leur résiiUanle de translation soit du troisième 
ordre seulement elles doivent remplir certaines conditions 
de continuité; tel est le point de départ de la méthode de 
la rigidification qui sert de base à la théorie élémentaire 
de riiydrostalique et que je me contente d'indiquer. 

— Pour former les équations de l'équilibre élastique 
nous allons appliquer à l'assemblage des volumes libres dx 
le théorème du travail virtuel. 

Pour la facilité du cakid, nous nous donnerons les forces 
dans les deux états du corps d'une manière toute particu- 
lière et qu'il importe de bien préciser. 

L'élément (Ît est défini comme tel dans le premier état 

d'équilibre, celui que nous avons appelé équilibre naturel. 

Nous désignons par Xiiii:, Yidr, Zidi: les composantes de la 

force EXTÉRIEURE appliquée à l'élément de volume dans le 

premier état. 

Dans le second état d'équilibre, nous désignons la force 
extérieure rapportée toujours à l'élément de volume envi- 
sagé dans son premier état par 



Nous considérerons aussi des pressions données e 
sur la surface limite du corps; chacune de ces pressions 
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cst'rapporlée à un élémoni. (?<■> de la surface, envisage 
dans le premier état. 

\'\rdv> \\:,lli^ Pi.t/cu 

sont ks composantes des pressions sur dw dans le premier état. 
(Pi. + P.0 '^^■' f^tc. 

sonl les composantes des pressions exercées dans le second 
étal sur l'élément qui était primitivement rfw. 
Nous poserons d'ailleurs 

!',. — r,, + W,,, ne: 

L'équilibre contraint s'exprimera par le théorème du 
travail virtuel; S désignant les variations virtuelles et 
/WrfT désignant toujours la fonction des forces moléculaires 
on aura : 

(8) ' a I /W Jt +/(X5"; J- Yor. H- ZSO''^ -VffS'^'l H- Wfi-'. + P.5C) rf.>] - 

On a, d'ailleurs, d'après les explicalione qui prcccdont, 
ûrfr = Uu> — 

W est la somme d'une forme linéaire des a et [i et d'une 
forme quadratique spéciale des neuf dérivées partielles du 
premier ordre des 3 fonctions l, ■,], 'C 

1. On a coiiliiiué à numérolur les équations eo prolonjjeaat les 
auméros de la priicéclcule legon. 
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•!'J 


^^^^ 






(.-.-« 

^^i 


Nous aurons 






5 / W,fe= 1 (a 


= 1:- 


= |H-C.i> 


;/■,.. 


'È-^- 


= S---Ï)' 


. /,.. 


'=§+- 





D'après une formule d'intégration géométriiiuc par parties 
déjà ulilisée dans la cinématique des déformations, on 
aura en désignant par /, m, n les cosinus, directeurs 
des angles que fait avec les axes de coordonnées la normale 
à l'élément du> dirigée vers l'extérieur de la surface. 

On a, en remarquant que r, — i -f. 
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et deux autres formules analogues pour les fonctions 
Yj et î. 

Les S-, 3y|, si; étant arbitraires nous égalerons à zéro les 
coefficients do 3;. Sf;, K, sous les intégrales dé(inies et noua 
aurons : 





1 '^ ~ <li ilj 


-ë = o 




(9) v-tâl-f- 


-^=0 




z_'iir_i!r 


-f=« 


et à la s 


urfacc du corps 






( 1>. + A! + I1» 


1 + C « = 




(10) l>, + A-i + B', 


» + C'« = 




! l>, + i-( + B"- 


i«+c-.. = o 



La forme des équations (9) et (10) montre que si on isole 
à l'intérieur du corps une surface fermée et si on considère 
l'équilibre moléculaire de ce corps fictif, cette portion du 
corps serait encore en équilibre sous l'action des forces 
extérieures primitivement données pourvu que sur la nou- 
velle surface ou exerçât des pressions élémentaires dont 
l'intensité, par unité de surface, aurait pour composantes 
suivant les axes les quantités respectives 

— A i — B »( — C '* 

— A'/ — B'm — Cm 

— A"; — B'^w — C'ft 

on est ainsi conduit par le calcul lui-même à la nolion dos 
pressions intérieures. 
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— Les équations (9) sont des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre par rapport aux trois fonctions 
inconnues l, fi, ï, aux variables x, y, s. Lorsque les forces 
X, y, Z sont connues dans toute la masse et que les pres- 
sions sont connues à la surface, l'intégration du système (9) 
avec les conditions aux limites (10) fera connaitre les 
déformations. 

Il est naturel de so demander 1° si la résolution des 
équalions (9) et (iO) est toujours possible; 2" si elle est 
possible d'une seule manière. 

Il est aisé de répondre à la seconde question, du moins 
lorsqu'on suppose que la portion quadratique de W est une 
forme défini*: dans toute la masse du corps, c'est-à-dire 
incapable de s'annuler pour des valeurs des variables diffé- 
rentes de zéro. 

En effet, s'il existait deux solutions de l'équilibre élas- 
tique : 

1" solution : J,, ï,,, Ci. 

2" solution : £i, Yji, !;,. 

correspondant à un même système de forces intérieures et 
de pressions superficielles, la forme linéaire des équations 
(9) et (10) montre que ces équations seraient satisfaites en 
faisant : 

X = Y = Z = U à l'intérieur 

p^ — 1^,, - p. = à la surface 

mais alors les équations correspondantes expriment que : 
Wj désiguant la partie quadratique de W. 
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Or. en feisanl s^, s-/|, 5:;, respectivement proportionnels à 
^, ïi/C, en trouve que S W^ est proportionnel à 2 W^ et l'in- 
tégrale nulle 

/SWî rfT 

aurait tous ses élémenls de même signe, ce qui est absurde 
à moins que ?, ï], ï ne soient nuls, c'est-à-dire à moins 
que l'on ait 

\i~'~u ■',i~-'iJ, ti~U fl'iiis lûut ie covps. 

Si la solution existe elle est donc unique. Quant à la 
première question, elle se présente sous diverses formes 
dans tous les problèmes de Physique Mathémalique. 

La question de l'existence des intégrales des équalions 
aux dérivées, partielles du second ordre d'oii dépendent la 
distribution de la déformation élastique, la disLribulion 
éleclrique et celle de la chaleur n'iuLéresse les physiciens 
que dans la mesure où les théorèmes d'existence peuvent 
conduire à des calculs pratiques pour la détermination 
des fonctions physiques inconnues; car les physiciens ne 
mettent pas en doute l'existence de la solution. 

Mais ces théorèmes d'existence intéressent les mathéma- 
ticiens purs qui, suivant l'expression pittoresque de Jacobi, 
tiennent, pour l'hormeur de l'esprit humain, à les établir 
en toute rigueur. 

Ces théorèmes d'existence dont le fameux principe de 
Dirichlet est l'un des plus simples présentent des difficultés 
particulières; ils ont fait l'objet d'études de plusieurs 
géomètres, au premier rang desquels il faut citer : Schwarz, 
Neumann, Poincaré, Picard. 
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Eûyisagéa du point de vue de la coiiUnuitc physique, ces 
théorèmes paraissent presque évidents, mais l'évidence 
présumée s'évanouit dès qu'on quitte le domaine de la con- 
tinuité physique et qu''on se cantonne dans le domaine de 
la continuité mathématique. 

L'exposé des recherches modernes relatives aux théorè- 
mes d'exislence est tout à fait en dehors du cadre de ces 
leçons. 

Je dirai seulement quelques mots de la manière dont la 
méthode des variations a permis de pressentir, mais non de 
démontrer ces théorèmes d'existence. 

Prenons pour exemple le principe de Dirichlet. 

Ce principe affirme l'existence d'une fonction V à l'inté- 
rieur d'un certain domaine continu à l'intérieur duquel 
elle satisfait identiquement à l'équation de Laplace : 

dx^^ Ôf^ >iz'- 

et la fonction V est déhnie dans tout le domaine dès qu'elle 
est définie aux divers points de la frontière de ce domaine. 
Considérons l'ensetnble de totites les fonctions U assujetties 
à prendre des valeurs données aux divers points de la sur- 
face frontière du domaine D et considérons l'intégrale 
de volume J étendue au domaine D donné : 



m-(Ëî-my^ 



les valeurs de ces intégrales forment un ensemble de nom- 
bres positifs N. 
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A cet cuserablc, on peut associer, comme on sait, un 
nombre m nul ou positif, tel que l'on ait 



mais tel aussi qa'a iout nombre e, si pelit soit-il, on pourra 
associer une intégrale J supérieure à ru + t. 

Ce nombre e porte le nom de limite inférieure, ou mieux 
encore, de sous-minimum des nombres N. 

Si une intétjmle particulière et par scite une fonctiou 
Uo exisle, qui satisfasse à la condition; 



tout en respectant les conditions auxquelles les U sont 
assujetties, le sous- minimum atteint porte le nom de 
minimum. La variation de la fonction Uo étant SU, est nulle 
par iijpotlièse sur la surface et l'intégration géométrique 
par parties de la variation de SJ„ donnant aisément 









On voit que si l'on n'avait pas 



(11) 



dni ir-[\ (i=u„ 



on pourrait choisir ùU de manière à faire : 
5J. < 
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Oii conclut de là que la foiiclion Uô doit satisfaire à Téqua- 
lion (11) et par suite qu'elle est la foucLion V cherchée. 

Ce raisouneraent, dont on s'est longtemps contente, 
réclame le postulat que voici : 

1" Le sous-minimum est supposé se réduire à un minimum. 

EL, jusqu'à présent, la légilimilô do ce postulai n'a pu 
être établie. 

Aussi, jusqu'à nouvel ordre du moins, on semble avoir 
renoncé à exiger de la méthode des variations plus que 
ce simple aperçu, et l'on a demandé à diverses méthodes 
d'approximations successives la solution du problème de 
Dirichlet. 
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Sur la distribution des pressions actuelles. 

(Rappoctiîoi aux éléments actuels.) 



Je désignerai par ir la pression exercée sur l'élément 
acluel intérieur dui^ provenant des actions transmises à 
cet élément parla partie du corps qui est siluée par rap- 
port à l'élément du côté de la normale orientée v; rien 
n'empêche de supposer que les deux états d'équilibre 
naturel et contraints coïncident. 

Les équations (iO)' donnent dans ce cas parlicnlier : 



uf = ~ 1! 


n; = -. c 


ii; ^= - B- 


ii;==-c- 


I!Ï = — li" 


11= = ~r." 



et les équations (10) deviennent alors, en nommant o 
les cosinus directeurs de la direction y : 



(12) 



I n, — aiu-|- fin;;-)- yo; 

11^ = «n^+ lin!; + fiij 

j II' — «n! + pnï + -/II' 



1. Même remarque que plus liaal a 
de celte leçon. 



sujet (lu numérolfis^e des équalio 
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D'ailleurs, lorsque les l. -f,. l sont nuls, le déterminanl 



(13) 
symétrique, c'esl-à-dire : 



ABC 
A' li' €' 
A" B" C" 





C r=A" 




C ^ \i' 


et pai' suile on aura : 






\ nï ~ ni 


(U) 


! n^ = n= 




f n' — n' 



Les relations (12) et (l.'i) peuvent d'ailleurs s'obtenir 
aisément par la cousidération de l'équilibrii d'un paraliéli- 
pipède ou d'un tétraèdre iniiniment petit. 

Ou pose habituellement, conformément aux notations de 
Lamé. 

/ ii^^M n;j = ri; = T, 

( n: = N., n° — nI = T2 

— Relations entre les A, B, G. . . cl les pressions rappor- 
tées aux éléments actuels dans le cas général. 

Soient a, b, c, les cosinus directeurs de la normale v à 
l'élément du, envisagé dans le premier état. 
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Si a, ï; «3 sont les dilatations parallèles aux axea et fi, fij Sa 
les contractions angulaires correspondantes. 
Si on fait, comme dans une leçon précédente 

2-^ = ai a' + ûî h' + a, c^ -I- f), ?ye 4- [i, n(+ p. ((6 

les variations A'a, ^'b, ^'c, Aea, b, c, ducs à la déformation 
seront (Cinématique des déformations). 



: s-s=?H~rt+"'- 



envisageons l'élément du corps qui, dans le premier élat, 
élail normal à l'axe des a; on a 



et en négligeant des quantités du second ordre, les nou- 
■velles valeurs de a, b, c, seront 

a'^a + Ati = l 

lAi? , rf-A , \/''h, dl\ d% 

Soil f^<o, l'étendue nouvelle de l'élément dw. et soient 
toujours Ni, Nj, N,, T,, Tj, T^, les composantes actuelles 
des pressions rapportées aux éléments actuels, on aura 
d'après les formules (10) et en négligeant toujours les 
quantités du second ordre : 



y Google 



COUl'S riEFOBMABLES. Zafl 

ces formules donnent lieu à deux autres groupes de for- 
mules dérivés de celui-ci par deux permutations circu- 
laires simultanées effectuées sur les éléments de chaque 
ligne horizontale du tableau suivant. 



A lï C 



Dans les applications de la théorie mathématique de 
l'élasticité à la théorie de la lumière, et à l'étude statique 
des gaz, on ne peut pas supposer que les forces extérieures 
soient nulles dans l'état d'équilibre contraint. 

Mais dans l'élude des solides naturels, la pression atmos- 
phérique est négligeable et l'hypothèse précédente est 
suffisamment approchée. En ce cas on peut regarder les 
pressions comme des quantités petites de la grandeur des 
déformations. 

On peut alors simplifier les relations {il)) et écrire très 
approximativement : 

- A r^ Ni 

— A' = T, (ulc.) 

~k"=l>. 
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-^ Lorsque les pressions sont rapportées aux éléments 
actuels les équations de l'équilibre élastique sont : 



à l'intérieur < 










1P.= i»,+mT,+«T, 


à la surface 


!p„= iT. + »N, +.iT, 




fP, = rr, + mT, + «N. 



D'ailleurs on fera les N et les T égaux et de signe con- 
traire aux dérivées partielles de W; si le corps est isotrope 
nous aurons : 

,,r _ i («1 -^ ^2 + ^^f r - , s , 5 , :^i' + \^i±i' 



,[,, + ,. + .. + V+K^;:] 



1 Ni = XQ + -2[j.ai, Ti = i^'i, 

(Ui) N, = À0 + 2[Aa.,, ']\=[J.(fi, 

' N:, 33 Àû + 2 aïj , Tj = iJ.[ï,i 

En remplaçant a et [i par leurs valeurs en fonctions des 
déplacements ?, -i, C on trouve alors pour les équations 
d'équilibre des corps isotropes : 



{^ + -^)r. + !"^^ ^ 
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et à la surface ; 



/,(U (if, itC\ , /.ri; , 'tl , dî\ 



p. 



isotrope isolé. 



Si û désigne la densité, en un point du corps clasliquo Vibrations 
{en revenant à la conception du corps continu), d après le éUatique, 

principe de d'Alembert, il suffit pour obtenir les équations homogène 
des mouvements élastiques de remplacer 

X par ^ — f'^7. 
* 'lit- 

7. par Z ~ î -jf 



,i>; 



en particulier, si on considère un corps isotrope ùùlé à 
l'iïîiérieitr comme à la surface on aura : 



l ' ' ' ilx 

à l'intérieur I 

(I) \ ''+'-'*■■'■ 



h'.i-'i 



'■'il^ 






a surface 
(E) 



' \dx' dx ' dv/ ' \ dx dy di-J 

!iÀO + u.n-r +)( j +"-;- ) + u.M -r+'^-j^ + ii-}- 1=0 
"^V (/z d3 (ij/ ■ ' \i}x dy dzj 
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■S'îb DISCONTINUITÉ DES HA.EMOm(JUES. 

Essayons àa satisfaire aux équations précédontes par des 
solutions de la forme : 

vibratoires 
simples. [ ^ — 'i cos ^1 ; ?],Tii,ïi diisigiiaiiLiUwroiicLioiis tics 

I ■/] — ïi, cos k, l seules variables x, y, z, et fti désigiiaut 

f r, zzz ;i cos /;, t une constante; 

les fondions =1, ■',„ Kv dcYi'out alors satisfaire aux équaLions : 

i ^'' + i^' 'à + ■^^'' ^ - i^''''-' à rinlériour 

1 rf'j, a, H-, f) constantes d" 



1 (H-;^);ïrH-[^iÇ>=- 



;lMic 



et aux équations (E) à la surface, ^auf le changement de 
ï, ï|, i; en ?i, -T]!, c, respectivement. 

Pour établir la discontinuité du nombre k,, M. roincarc 
établit d'abord le lemme suivant : 

Lemme. — Désignons par l -i ï trois fonctions quelconques 
de X, y, z, et posons : 

^^— ^Ci-'-^g'-'[(i)'+(S)"+(i)" 

+ 5^(1 + ^9'] 

et soient : 

X, Y, Z 



les quantités définies au moyen de W^ par les équations de 
l'équilibre élastique, c'est-à-dire les forces et pressions qui 
correspondent à la déformation (;, ■1, ï). 
soient X^iK, trois autres fonctions quelconques, cl X'Y'Z' 



y Google 



COUPS bèpoumaiîles. 



P'i-V'yP'^ les valeurs correspondantes de X, V, Z Pj 1',, P^, 
on aura, d'après la dctinition des P ef des X Y Z ' 

les SE, E-^, Sï étant arbitraires, faisons SE, 3ti, SS proportionnels 
à t' II' ï'. 
Nous aurons ; 

; 4i'^ j j 

et en échangeant lo rôle des foucLioiis ç -^i C et des l' -i' 'C 
on aura : 



Or d'après une propriété bien connue des formes qua- 
dratiques 

^v '^ 'iL = s^ — — 

d -r- d T 

dj! d.v 

on déduit alors des relations précédentes. 

+ / (p,ï' + p„v/-up,r-r';^-P,;r,-- p;i;)(/.t) = o 
tel est le lemmc de M. Poincaré. 
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JaS liISCOMTiNriTE IllîS lUBMOSigUES. 

11 comprend comme cas 1res parliciilier le théorème de 
Greeii. Il siiflil de faire 

J, + .,. - 
dans l'idcntilé précédenle pour avoir : 

Les vibrations périodiques d'un solide élastique ISOLÉ ne 
peuvent former un ensemble continu. 

Dans l'équilibre de d'Âletnbert, les P sont nuls, et les 
seules forces extérieures sont les forces d'inertie. 

On aura donc d'après le lemme précédent : 



/' 



(S' 



+ ^i^V + 






; i:^ ^1 COS Kl t \' ^l, COS ki t 

-Il =^ Tu COS k, t f/ = ''a COS h t 

K = C, COS kt C' = ^, cosÂ^ji 

l'identité précédenle devient : 

Or si des vibrations périodiques distinctes formaient un 
ensemble continu k — kl serait distinct de zéro et son fac- 



y Google 



r.ORl'S DKI'OHMATILES. 229 

teur nul se réduirail pour deux sy&tèmcs de viliralionsiuli- 
niment voisins à 



et cette expression ne pourrait (Ure nulle que si la défor- 
mation était nulle. 



Nous utiliserons d'abord la remarque suivante : Prévision des 

Si au moyen de la forme quadratique W, définie plus 

haut, et à l'aide de deux vecteurs e, s' déOnis par leurs 

projections respectives : 



on forme l'expression : 



-■ -^ -j-p -. que nous désignerons par t (s, ^ ) 



nous aurons d'abord d'aprùs les propriétés des fonctions 
homogènes du second degré : 

F (.,.)- 2 W, 

Nous représenterons d'ailleurs la fonction W, (;, t,, 'Q par 

Ceci posé, envisageons le problème de mininmm sui- 
vant. 
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2S\\ PREVISION DES HABMOKIQUES. 

Considérons tous les groupes de fondions l, t,, 'ç, qui 
satisfont à la condition : 



I (-/ + -„= -^ ïo ''^ = I 

Les intégrales — Av. dz fornicnt un ensemble de quan- 
tités toutes positives et qui admettent un sous -minimum, 
comme on l'a vu plus haut. Admettons que ce soiis- 
minimum soit un minimum proprement dit, la méthode des 
variations apprend que lorsque ce minimum est réalisé on 
aura, en désignant par m, un certain coefficient numérique 
et par l, ly, i;, les fonctions |, vj, i; qui réalisent ce minimum 



5W,, (il + 



■ quelles que soient les variations ^\y, Ôvj,, BÇi, 

Soit f, le vecteur défini par les projections ^,, -r,,, ç, et 5p, 
la fonction vectorielle définie paf les projections S:,, Bï,i, ôi;' 
on pourra écrire la condition de minimum 



/' 



f,,ôp,)tk + -2m I li. 3;, + ,„ 3v„ + ï, ô!,) i, 

et supposons par exemple : Sv|i — vu 
(3Ei = r. 



Il existe donc un nombre positif /t,^ et des fonctions 
li, Tii, Cl tels que l'on ait quels que soient les 3 : 

fiW.d- + t:-!, fl'J + -,„■ + V) II- = 
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Le nombre k^ esL prccisémoiil le ininimnoi de — /W; d- 
et les coudi Lions difTércnliellcs du miiiiiniim sonL précisément. 
la vériricalion des équations (.î) et (E) mr le nombre k^ 
et les fonctions ïi, y|i, x,i. 

Envisageons maintenant les fonctions :, f,, l, assnjelLies à 
■vérifier les relations 



/ 



(s= + Vf -V ^) d 



l'ensemble des groupes {l fi C) fournit immédiatement l'en 
semble des intégrales positives : 



ec nouvel enseml>le admet un soiiH-ininimum. Si ce mini- 
mum est un minimum propre il existe un nombre k/ (on 
va voir qu'il est effectivement positif) un nombre h et 
des fonctions ^2, ïi3, i^ tels que l'on ail : 



+ C, ;,) <h zrz 

faisons d'abord : 

et désignons par p» le vecteur dont les projections sont 
?3 fii C5 on aura : 

F. (f„ p,v;t + 2 ;./ I a, =, + -',. ■',. + ï^ ^.) '^- + '' = 



/F.(f.,f,:''^+2'^/ / ( 
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d'autre part, en faisant : 



dans les équalions qui expriment le premier minimum con- 
sidéré, on trouve 






donc 



donc enfin : 
alors en faisant 



dans la relation générale aux 5 on trouve que A^ est le 
nouveau minimum el par suile qu'il esL aussi posilir, et ainsi 
de suiLc : on délinira de proche en proclic des noralires 
kj et un groupe associé de fonctions ?r, -r,u C 

Les fondions li, r,;, C* sont clioisics parmi celles qui, assu- 
jetties aux relations : 



^-i-i:yd.= t 



/,„ 



rendent minime l'inlégralc : 



f... 
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Si /ci^ est le minimum de cotte intégrale le groupe /.„ i„ \i, 
li satisfait aux équations (J) et (E). 

La démonstration indiquée s'étend de proche en proche; 
elle est soumise aussi aux objections qui ont été formulées 
plus haut à propos de l'application de la méthode des 
variations au principe de Dirichlet. 

La méthode des variations est une puissante méthode de 
recherches, mais elle est jusqu'à nouvel ordre insuffisante 
au point de vue de la parfaite rigueur. 

Les considérations qui précèdent ne constituent donc 
qu'une prévision de l'existence des harmoniques, ou des 
vibrations périodiques des corps homogènes et isotropes, 
isolés. 

L'existence de ces harmoniques, dans le cas des 
membranes, a été démontrée rigoureusement par M. Poin- 
caré dans les Comptes Rendus de l'Académie des Sciences 
et dans lo journal mathématique de Palerme, les « Rendi- 
conti 11 . 

Pour compléter les considérations précédentes nous 
démontrerons le théorème suivant : 

— Les divers mouvements vibratoires simples dont 
l'existence vient d'être indiquée sont tous linéairement 
indépendants. 

Supposons en efi'et que l'on ait pour une certaine valeur 
de i 

■I|;= S AjT|j 



Théorôme. 
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INDEl'IilSDA^Cr, DES HAAMONIQUES. 



On va voir que les Aj soiiL tous mils; en elîel, s..oit k un 
nombre onlicr parliculief compris clans la suite 



nous aurons, puisque 






+ -%-v, + ïjî.)'(^--0 



iU^ -h V + ÏO' àT = 1 
donc A,, ~ 

Corollaire. — Les qnanlilés k à partie de k-, sont toutes 
différentes de zéro. 
En effet si k, =■ 0, on aurait : 



/■ 



W; (f,) riT 



Gomme Wj est une fomie négative déûnic des ^ et des 
[i, les ce et les p sont nuls. 
Le solide se déplace sans se déformer. 
Mais si l'on a : 

/£, -_= k — o lî, -.Lz o k; = k., — k,,=^o 

On aura pour les six premières solutions, sis déplace- 
ments indépendants du solide rigide; si l'on avait encore 
fc, = 0, on aurait nn septième déplacement de solide rigide, 
qui nécessairement serait une fonction linéaire des six pre- 
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miers déplacciûcuts, mais ceci csL conli'airc an tiiftoràme 
précédent. Donc les nombres k; forment une suite non dé- 
croissante h partir de h-, qui n'est pas nul. 

La forme linéaire des équalions ([} et (E) semble indi- Formeprobabie 

lie la solution 

quer que la solalion la plus géiiéraie des équations prece- génèrakdes 

dentés sera une combinaison linéaire des mouvements petits mouve- 

vibratoires simples. ^^.^^^ 

On ne possède pas encore de démonstration rigoureuse 
de ce théorème bien probable. 

— Une première application de la mécanique des corps 
dcformables est l'étude des mouvements vibratoires dans 
divers milieux el la théorie mathématique de la lumière. 

Ces applicalioiis ne rentrent pas dans le cadre de ces 
leçons. 

Une seconde application concerne la dynamique des 
fluides. Nous l'indiquerons ci après et nous y placerons la 
théorie dynamique des tourbillons dont la théorie cinéma- 
tique a déjà été faite. 

Enfin une troisième application devrait être la théorie de 
la résistance des matériaux et les applications aux pro- 
blèmes réels. 

Jusqu'à présent la solution générale de ces problèmes, 
même dans les cas simples, ne peut être dégagée sim- 
plement des théories précédentes. 

Un premier pas dans cette voie a été fait par Saint- 
Venaut; dans la troisième partie de cet ouvrage nous 
indiquerons les hypothèses complémentaires qui permettent 
de s'attaquer aux problèmes réels des constructions et nous 
les développerons pour quelques cas simples choisis. 
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On peut définip les fluides : des systèmes qui ne trans- 
mellent que des pressions normales et ne peuvent être 
tenus en équilibre que par des compressions superficielles ; 
la loi de répartition des pressions montre que cette 
pression normale a une valeur constanlop indépendante de 
l'orientation de l'élément sur lequel elle s^'exerce. 

Cette déiînition n'est pas la plus générale, mais elle nous 
suffira. 

Considérons un parallélipipède rectangle parallèle aux 
axes, dont deux sommets opposés ont pour coordonnées 
X, y, z et x-\-dx, y-\-dij, s+ d:,, et dont le volume d-c 
est dx dy dz. 

Exprimons que le parallélipipède solîdiiié est en équilibre 
sous l'action d'une force de translation extérieure donnée 
^"Edxdydz, de composantes : pXrf-r, pY(/t, pZf/x. 

Considérons les forces parallèles. à l'axe des x et qui 
sont : 

1" La force ^d-.. 

2" La pression p dy dz sur la face antérieure normale à 
ox. 

W' La pression ■ — (!' + j '^^) rfj/fiîsu-r la face postérieure 

parallèle à la face antérieure. 
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On aura donc : 



ou simplement 



.A^U'h^O 



,X - 7-' ^ 



'';'. 



el ile jiiiîrae : oT — '^'^-.0 



'■L ~'^^0 



Le principe de d'AIembort nous donnera immédialemcnt 
les équations du mouvement d'un fluide; si y^, j,j, j-. sont 
les projections sur les axes de l'accélération de la particule 



(1) 



-1^ 



On a, d'ailleurs, en considérant les projections u, v, w, 
de la i/itesse, comme des fonctions des coordonnés actuelles 
de la particule et du temps, 



1 


' . du , ((. , 


^>ia du 
dy ^ dz, 




(2) , 


|" = a + »£ + ' 


, do j_ dv 
''dlj^^' dz 


Avec les variables 
d'Euler. 


1 


.-f+«S + 


dw 1 div 

" di, ^"' dz 
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On a donc en (!) 3 équations aux ii Ibnclionfi inconnues : 
n, V, w, p, p. 

Une quatrième équation est louniie par la noiion de la 
conlinuilc. 

La rapidité de la variation relulivc du volume d'une parti- 
cule de voliimo At ou ,j a ])our expression : 

<l\i dv ilw 
Tv + ïïy + 71^ 



En exprimant que la masse pAt est invariable on aura : 

(Il '^ dx "■" dy '^ dz 



La cinquième équation doit être empruntée aux propriétés 
thermiques du fluide. 

On peut supposer ou bien que le fluide garde partout 
une température constante, ou bien, s'il est mauvais couduc- 
teur de la chaleur, que les variations de chaleur liées au 
changement de pression de chaque particule sont nulles. 

Dans les deux cas, la thermodynamique fournit une rela- 
tion entre p et p. 

Ecmarque i\ est essentiel de remarquer que dans ces bypothèses, 

impoi-taiiic. ^|. ^. j^g forces accélératrices (par unité de masse} résul- 
tent d'uiie fonction des forces II, nous aurons une fonc- 
tion U' des accélcralions : 



-/* 
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Unnc les Ihcorèraes d'IIelmîioltz sue les toui'bi lions sont 
applicables. 

Les équations du mouvement doivenL ètro complétées 
par les conditions anx limites, parmi lesquelles on pnut 
distinguer : 

1" Les conditions relatives aux parois fixes on mobiles; 

2° Les conditions relatives à la surface libre. 

Les premières se traduisent ainsi, soit : 

l'équation d'une paroi dont le mouvement est connu; à 
celle équation on adjoint la suivante : 



qui exprime l'adliéreace avec glissement des particules 
fluides en coulact avec les parois. Quant aux conditions 
relatives à la surface libre, elles consistent généralement on 
ce que cette surface est soumise à une pression constante p^. 
On admet généralement que les mêmes particules forment 
la surface libre. On aura donc ainsi à la surface : 



-'- 4- '!>! _L ': 



Telles sont les conditions aux limites qu'il faut adjoindre 
aux équations (1) et (2) pour la recherche des fonctions 
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Lorsque les Ibnctions u, v, w ont été obtenues, il resle 
à intégrer le syslème'simultané : 

Les Ihéorèmes d'Helmhoîtz peuvent simplifier l'intégration . 
On peut chercher les surfaces lourbilionn aires (2 familles) 
et pour cela intégrer le système : 

^ ' p <j r on a fait j '' ~" 2 \di dx) 

Une famille de surfaces tourbillonnaires suffit, car les 
3 fondions satisfaisant à la relation 

(Sx^ dy^dz~ ■' 

la théorie du dernier multiplicateur permet de déduire 
d'une première famille une seconde famille et cela par de 
simples quadratures. 

On connaît alors deux intégrales du système (3) et le 
système (3) peut s'écrire 

, en yerlu de l'équation de continuité déjà obtenue : 

(ip_^_.i[pii>) d{(.v) j(H^y 
dt ■ dx ' dy ' dz 
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la mélliodo du dernier muUiplicateur l'ournira une nouvelle 
intégrale du système 5. 

On voit donc que la difiiculté de l'hilégration des pro- 
blèmes de la dynamique des fluides comporte deus phases : 

1" L'obtention des fonctions u, v, w; 

2° La recherche d'une intégrale de l'équation aux dérivées 
partielles : 

,h , (h . ih n 



Quand il existe une fonction des forces, les équations 
intérieures de l'hydrodynamique admettent des intégrales 
premières qui ont été données en 1811 par Caucliy. 

Envisageons, pour dcfiuir une particule à l'époque l, non Les 

pas ses coordonnées actuelles x, y, z, mais ses coordonnées . '""s^^es 

r 1 ji ^ intermédiaires 

initiales x^, y^, So, ou trois fonctions a, b, c, de celles-ci; en de Cauchy. 

posant U' = U — / — , nous pouvons déduire des équations 

d'Euler celle-ci : 



(S"-) 



iU- da "^ dl- da' dt' (la '~ da 
\ d^x dx iPy (*!/ _i ^ !^ _ ^^ équations aux 

db '' di^ db ' di^ àb ~~ db variables de Lagrange 



IP Te + *• de + if 


.dz 
de' 


" de 


Nous ferons d'à 


illcurs ; 






i 


-l)(a,J.c)- 


a{: 
-D(. 


e.J.i] D(i.!/.j,) 
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Éliaiinons des éqnaUons (5) la fonction U ' par les idenlilôs 
-^TT =1—77 «1 ". c permutes 

il vient (le signe S portant snr x, y, z) 

, / d^x du (Px dx\ „ , , _ , , , .. . 

S ( - , -, -T- — - .., ■ , - -77" r=; (a, IK c pcniintos) ce nui peut s cenre 
ydbdt^ da dt^da ilhj \ > > i / i i 

d ^fd^x d:L drx d.r\ 
en faisant a = œ^,b — /j„,c=z„,cl posant comme d'habitude : 



dtv. 

dh ' 


-^-^^ 


du, 
de ■ 


-t='^- 


dv, 
da' 


lii. --''• 



on remplacera -ir ■£ ■£ P^'' "' ^' '"' respectivement, et après 
«ne première intégration les équations obtenues s'écri- 
ront : 

/"((m dx ihi dx\ _ g 

\da db db da) " 

°\dh de dedb} — -^" 

/du dx^__^ du d£\ ___ 
^KicJa da dcj--^^' 

revenons aux variables d'Euler on aura : 
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db dx dh à]j (i& ' itz de 
du _ (/)( dx , Au d»j au dz 



ik dx de, dy de ' d:. dr. 

etc., etc.; 

moyennant lesquelles les équations précédentes s'écrivent 
en posant comme d'habiiude : 

_((/(' df du dm di> du- 

~' ~ ihj dz,' "'"(/; dj:' ~'~d.r, dij 

I\dbd^~Y<i\il)^'\'il^~d^' TkIbJ'T'^\,dhd7,~~dcdb)'-^" 
fdy dz du l'A , (dz 'Ix -h dx\ /dx du dx ihi'\_ 
AdcTa^diiTc/'^'^Kirt da~da'diO'^^\dc Ta" Ta le J'^'^" 
rdy dz dy dz\ , fdz ilx_dz dx_\ / ds ^/_ ''■^ %\ _ 
'\S rffc" É) daj+^i Un "db" Tlb dûj '^ ^'[Wi tb" Ib da) ^ ''" 

et par conséquent en résolvant par rapport aux inconnuos 



(«) (-'=S.-+l'-+a!- 



bi 1 on suppose : 

r, = q.= 

on aura donc aussi : 

11 = 5 = 
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2M AUTRE ASPECT UES THÉOUÈMES n'iIEUinOLTî:. 

c'est le théorème de Lagrauge, contenu comme on le voit 
dans les intégrales de Cauchy. 

Les théorèmes d'Helmholtz sont aussi renfermés dans 
ces équations, mais Cauchy ne les a pas aperçus. 

Considérons en effet les courbes qui dans la position ini- 
tiale du fluide avaient pour équations dilïérentielles : 



ha ob oc oso ( gj^_^5a2_|_5^._j_5g. 

nous pourrons écrire les équations (6) ainsi : 
o„ û„ a„ 

on aura donc encore : 



Donc les courbes qui ont pour équations : 

dx dfi dz 

p ^~l ~ r 

sont à chaque instant formées des mômes particules, on 
d'autres termes les lignes tourbillonnaires sont des lignes 
fluides. 

De plus l'équation : 

_Qç, _ û 

iSs'o" oi' 

en vertu des équations de cooliiuiité, se transforme; car 
en désignant par ch le volume transforme du volume pri- 
mitif da db de : 
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odv = û„ da db de 



~~ l>[a,b,c)" 
on a d'ailleurs : 



On aura donc 



soient, d'ailleurs, s^ et à^o les sections droites d'nn même 
lube toiirbillonnaire envisagé à deux époques, on aura : 



l'égalilé ol^tenue s'écrira donc : 

Q 0(7 = Qo luo 

C'est la conservation de i'vitensité tourbillomuàre dans le 
temps. 

— Chaque équation 

<Pxdx _ (-nr 

dl- (/(ï "^ da 
peut s'écrire 

(t. rd.c d.v dji dy dz dsr\ ___ d . , j, . 

Jl [_dî ~da Jl Ja dl rfirj ~ d<i '' , u .. 



Transforma- 
tions de Welier 
et (le CLelisclt. 
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Donc cil posanl : 

/il^ '+■[■;-/( = S 

et iiitégraiiL en supposaiiL toujours (ii = x,,, h — ijo, 
on aura : 



.1» + (/« + lia - ' 


• + I 


cll, + ° di^ M - ■ 


.+ ^ 


J.e in ,h 


, rfS 



(ft 



Ces équations démontrent encore une fois le tiiéorème 
de Lagrauge. 

Voici pour le cas d'un ûnido icomprcssible une nouvelle 
transformation de Glebsch. 

B'après un théorème démontré dans la cincmatiquc des 
dôformatioirs on pourra poser ; 

les équations de "Weber donnent alors 

„5i; + .5î,4-i^5.-=.5(S + ^,) + m.B.^o 

Nous savions déjà que nous pouvions avoir identique- 
ment 

ndx-^-vdy-]- wdi = S^-]-md'}( 

Mais nous avons ici quelque chose de plus : m et ■} 
peuvent être supposés indépendants de t, seule la fonction 
o = S-|-^o peut renfermer t. 
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mn et 'fn sonl d'ailleurs, nous le savons, deux intégrales de 
surfaces tourbiilonnaires; en écrivant que w et ■!< sont 
deux surfaces fluides, nous aurons donc : 



âo , 



dm dm <hi dm 




! ■'=.(;+> 


" ~dx 


Jl +"S + '.lj/+"rfî' 


= 


d.^ 


d'h 




-iO 


1 "=i»+' 





CCS équations jointes à l'équation du second ordre cn^, m, et'} 



sont les équations de Glebsch aux trois fonctions inconnues 
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Propriétés dynamiques des tourbillons. 



Rappel de formules connues de Green. 

Si X, y, z dcsigûonl les coordonnées cartésiennes rec- 
tangles d'un point d'un volume D, l'intégration géométrique 
par parties nous a donné entre les deux intégrales 
do volume (étendues au domaine D), 



àx S dx 



et l'intégrale de surface (étendue à la surface limite du 
domaine D} : 



(n désignant la direction de la normale, dirigée vers l'ex- 
térieur) la relation suivante déjà utilisée dans la démons- 
tration d'un théorème de Stolccs : 
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Ces formules supposent l'existeuce des dérivées parLielles 
de U et de V et la coiiiinuilé de U el V. 

On peut évidemment les étendre au cas de fonctions 
U et V discontinues le long de certaines surfaces comprises 
dans le domaine D, il suffit alors d'envisager les deux faces 
de cette surface et d'ajouter à l'intégrale /uv cos {n x) d<» 
relative à la limite du corps, l'intégrale de même forme 
relative aux surfaces de discontinuités de l'une ou l'autre 
des fonctions V et U. Nous désignons plus habituellement 
par «i le sc7is intérieur de la normale, comme cas particu- 
lier de la formule précédente nous aurons aussi celles-ci : 



-ft>-f^%-+f^ 



exige la continuité de V el des dérivées de XI des premiers 
ordres. 

On déduit aisément de là la formule Grecn : 






où iU a la dêfmitiou 



.(iU , 



Il peut arriver que la fonction V tout en ayant ses déri- 
vées uniformes ne soit pas uniforme elle-même. 

Considérons, par exemple, un domaine D en forme de 
tore et un fluide en circulation dans ce tore, supposons 
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d'ailleurs qu'il existe uuc foiicLioii des vilcsses, cotle fonc- 
tion peut ne pas être uniforme. 

La circulalioû {uda}-\-v(lii~\-w(ls) nulle pour toute courbe 
fermée, située dans une portion assez réduite du tore, peut 
ne plus être nulle par une courbe entourant le lore; mais 
que l'on trace une coupure transversale dans le tore et que 
l'on s'astreigne à ne jamais la traverser, la fonction 

\ =kud£-\-vily-\- mdz) devient ima fonction continue dans 

la région connexe artificieilemenl obtenue par la coupure, 
mais sur les deux faces de la coupure la fonction V a deux 
valeurs dont la différence est constante, soient n,n^ les deux 
normales à la coupure, intérieures à cliacune des régions 
considérées, soit V, la valeur de V au bord intérieur 1 et 
V3 la valeur do V au bord intérieur 2. 

Soit Vj — V, = K, l'équation de Green devra b' écrire 

et comprend une intégrale do surface relative à la coupure. 

Cas particulier gj on fait U ^ V, la formule de (Troen devient 
de la formule 
de Green. /> 

(«) -/ [(S) +(f )■+©]-= 

et elle a une conséquence analytique intéressante qui 
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trouve son applicalioii dans bien des queslions de Physique 
mathémaliqne. 

Si on considère 2 fondions U, cl U, salisfaisauL l'une et 
i'anlre à l'équalion de Laplace 

AU, = 

_ dans 1(1 doinaiiio D 



et si de plus ces fonctions prennent des valeurs égales sur 
la surface limite de ce domaine D, on peut être sûr que 
ces fonctions coïncident, non seulement sur la frontière 
de D, mais encore en Loris les points situés à l'intérieur de D. 

En effet, la fonction u, =: U, — Ui satisfait à l'équation 
io) = et l'on, a sur la surface <■> = 0. 

Donc, d'après la formule de Green, ou aurait : 



f[0+(Èîï+Cff_ 



donc dans tout le domaine D on aura : 



dx éij dz 



m serait donc constant eu D et nul comme à la frontière. 
La recherche d'une fonction U satisfaisant à l'équation 
de Laplace, (on la dit harmonique), à l'intérieur de D et 
prenant des valeurs données à l'avance (U) sur la frontière 
de D constitue le fameux problème de Dirichlet dont nous 
avons déjà parlé plus haut. 
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AutK foinmic Désignons par x'tj'z' les coordonnées d'un point P 
acLuellement dcnné, à l'intérieur de D, mais non sur la 
surface frontière. 
Soit : 

il = VfT' _ ^)= + (y' _ j,)^-qr(FT7i)=i 

fonction de x, y, z, dont Xinverse salisfail, comme on sait, 
à l'équation de Lapkce. On a : 



i|,-=0 sauf au iioiiit !/=</' 

Enlourons le point P d'une surface sphérique s concen- 
trique et de rayon s destiné à tendre vers zéro, soit V une 
fonction continue à l'intérieur de D. 

Appliquons le Ihéorème de Green à tout le volume de D, 
qui est extérieur à la surface i:, on aura : 

Nous faisons U = j^ et nous avons deux surfaces d'intégra- 
tions : la surface limite de D et la surface de la f'phère; n,- 
désigne sur celle-ci le prolongement d'un rayon de la sphèro. 

L'intégrale jVlVdx est identiquement nulle et 

diu ~ dr " IV 

Le second nombre a donc pour limite — 47tV', V désignant 
la valeur de la fonction V enD; 
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d'où celle fonniiie : 






les intégrales de surface se rapportent à la seule surface 
limite du corps, la sphère auxiliaire ayant disparu complè- 
tement du résultat. 



Stokes a découvert que l'on peut exprimer trois fouclions Beitrami 
quelconques m, v, m, de x, y, z, sous la forme ^^^ """^ 



~~ (Ix^ dij d;] 

— *?_L^ _dZ 
" ~ rfy ' dz ~ rfa; 

^_d£ rfY_rfX 

iti; "*" rf.r rfy 

les trois fondions X, Y, Z satisfaisant à l'identité : 



Ihénréme pré- 

cÉdant à la. 

démansti'atian 

d'un théorème 

de Stokes. 



dx ^ dy 

Récrivons la formule de Green en nommant x' y' z' le 
point générateur des champs d'inlégralion, et x, y, z les 
coordonnées de P, on a : 

"~ faj U 4. / 11 il», ""+4- j A,, 
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posons comme daus la cinématique des déforma tiens 



chv dv 



on peut écrire identiquement : 

d® _ d^ / d/'v d^w \ 

dx ~ (to^ "^ Vtiytia? ' dzdcc) 






/: 





iî( 




-1 + 


^g 


et 


par 


suilc 




/-- 






+ 




^) 


or 


observons que 


4 


4 










((0' 

(te' 


^^^^,/i.'^^ 


-/ 






J 


TV 


,h^-!- 


ou 


d'après une formule déj 


à utilisée 














4/ 


f-i' 


/• 




;(il' 


■< 



Les trois parties de l'intégrale 
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se Iraiislormeront âe mCmc el l'on aura : 



iT''" = rf« ir'''~ ; »'■•«(•' «■)!,- 



+ ï. ( in''''-- I ï'"=i"''»)-ir 

introduisons alors les fondions suivantes de la position 
du point M : 



-k fif^.-*» 



on aura : 

_ d<-K,, dZ„, d\„, 
" ~ dx ~^' dy iii + " 



yGoosle 



SECOND TllEOMMl'; I 



Pour transformer la valeur de i. rappelons la formule de 
Hankel : 



Le premier membre étant nul si la suiface d'inlôgralion 
est fermée et simplement connexe. Si la surface n'enfer- 
mait pas un domaine simplement connexe on rendrait tel 
celui-ci par des coupures. 

Remplaçons dans cette identité P' Q' R' par —7. -rr, — 
on aura : 



/ 



LW ^ t ■) '"!» *! + (iT - î?) '"'" '■'1 + W-5,7) '»' "' ')J 



faisons dans cette identité B' = tu', C'=:— i'', A' = 0, 

Le premier membre de l'identité actuelle coïncide mi 
signe près a^ec le second terme de 4Tra; celui-ci peut donc 
s'écrire : 
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011 encore on noramaiiL V'„ la composaiilc de la vilesse 
suivant la normale à d«> dirigée vers l'inLérieur 

'i i *"',-, '' / .'''■'' , , -, '' i .''<"' 

D'autre part le premier terme de -îto peut s'écrire : 
I -''",■ ■• '!'•• ■ , . , '' / ••■• . , . , 

-i /*■--.•..„.•.) 



(»'»■)— »'»»(» '!/)-] 
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posons alors : 

''•=ii I [«'c»s(«';-i-..-cos(«'i)J-|f 



,/[.' 



^ i,.+t.) , ^ iz.+z.l „(v.+v.) 

" (to +" cl!/ " (iz 



tîy 



'■+?.i , ,ff.+-i'.) „(X5i_+jy 



u+d 



(i» 



ce soûl les formules do Stokcs où Tou a fail : 

c? = »., + *. 
x = x,. + x, 
ï = y., + T. 
z=z,. + z. 

resLe à vérifier l'ideulilé 

((X , dl , lïl. 
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=k/¥-'+:^/[- -'-»)-■» Ht 



posons d'autre pari : 



_ f fr/,h' 
,_ 1 / vj' d-7' 

-:ûJ -r 



ou a : 






on aura donc aiosi ; 





ciU riW 


X - 


" ~dz ûy 




dW dU 


Y = 


" dx ds 




^ dU ^ 


Z = 


~ d-ij dx 
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forme d'où ré-^iilLe iramédialement l'idoiilitc : 
^^ rîZ_ 

Remarque. — Ou sait qu'un potentiel n de vohime patis- 
fait dans rintôrieui' du volume D alliranl à la relation de 
Poisson 

dx- "^ dy' ' dz'-' " '^ 

p étant la densité an point x >/ z àe la matière aLlirante. 
On déduit des valeurs de U, V, W 

AU = a 
AW = w 
et par conséquent 

Y—, f^ rfW\ dAV dW_(iw dw _ ^ 
"^ \fis ^ d)/ / dz av - dz du ~ '^ 

on obtient ainsi les relations ; 

4X + 2/) = 
AY -j- ^ = {) 
i^Z 4- 2r = 



■" dz dx dy 
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dy dx ~ 



* dz Uu 



et par conscquenl : 

iX + 2p = 

rf« dfj dw 
i<s = 6 = X + r + -T- 
^ ix dy ' dz 

Si on rapproche ces formules des formules de Green, on 
voit qu'il n'existe qu'une distribution des vitesses quand on 
connaît les distributions de 0, p, q et r, et la composante 
normale à la surface limite du vecteur (X, Y, 2). 

— Nous supposerons que le débit superficiel reste fini. Cas d'un fluide 
Les intégrales de surface peuvent être Dégligées dans 
les expressions précédentes. 



— S'il n'y a pas de parois à distance finie on a l'inlini Ca5 d'un iiuide 
^ = et comme a 
donc en ce cas : 



> et comme Aa. = o on aura partout ^ = o ^^^^^ 



a 


JY 


if 


^ dz 


ilX 


a 


'£' 


"^S 


dl 


« 


'- iS' 


'l'a 



■I f ,dx' 
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donc 



^'~-¥- I W '''' ^'' ~ ~-"^' ~ "■' !■" ~ y''- 



_i_ fd- 



{x— x-] — f{\j- 



if' (y — y'] — r (x ~ X')] 



Chaque clémenl de volume où il y a tourbillon tran&met 
donc à une parlicule éloignée une vitesse élémenlaire sui- 
vant la même loi que celle qni régit la force transmise par 
un élément de courant électrique à lui pôle d'aimant. 

Mouvement Supposous uu mouvcmcut parallèle au plan des œ, y. 

plau 
d'un liquide, _ fiu (/„ 



dz dz " 
X = o 



ou a j) = n, 7 ^ 0, 



Supposons le liquide compris entre les plans s =; — L et 
; = -u L. on trouvera : 
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et en négligeant Ri devant L on pourra prendre : 



x/ï' 



(Log L — Log Ri) dx' dy' 



et par 


suite 












„ = 


au 


'ffi 


i'-V- 


■ y ') clx ' dy ' 




V - 


djj 


-ffi 


-^{x- 


-x')dx' dv' 



chaque élément dx' chj' produit sur le point P une vitesse 
infiniment petite ti.itigentiellc =--' i^ll_ 

D'après les théorèmes d'Helmhollz, si le fluide est incom- '^*^ *''^'^ "^ 
pressible r ne varie pas avec le temps; eu -variables de panent 
r dr 

Lagrange — = o 

en variables d'Euler : 



_ 4-— = n 
dx dy 



ir^" _- ^""'1 _i_ A f ^ _ ^n V 

',x\_dx dy_\~^ dy \^dx dyj 

ûx dy dy dx 
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■a04 VOIITËX UJilQrE PlîRMAINliNT. 

OU AZ = V (Z). D'ailleurs Z = C= esL réquation des trajec- 
toires. 

Tourbillon prenons ponr origine le contre du |iiod ilo l'axe du tour- 

iquide circii- j^^j^^jj^ ^^ 9^^,^^ ^ l'unité : 
laire unique 

et permanent. '1" '^ l'mtérieur du cerclc pour R, < " 

AZ' + 2r' — {}■' = •,! = conslanle) 

2" A l'extérieur M." =^o 

3° La vitesse est perpendiculaire au rayon R,, cela exige 
que Z' et 7." ne dépendent que de Ri. 
Soit 

Z' = V';;r,) 
Z"=V"(iii) 

on aura par l'emploi des coordonnées polaires : 

dR,' "^R, dR, " 
Z'~V=:^— ,oî^4-CLogRi + D poiirR, <« 

7,"=z V"= ALogR, I-R iroiirtS, >« 

On prendra = 0, sans quoi Z' serait infini à l'origine. 
D'ailleurs pour B =« 

(œ) = - "" 

K, = « 

la contiuuité des vitesses exige fine A ^ — ws'. 
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Les vitesses langeiUiclics sont alors, 
dans le noyau : 



(i\, > ».) 



Plusieurs 
nojaux 



Les vortcx simiillanés devront se dérormer. 

Mais n'éludions leur action que sur un point extérieur t(mi.)jiUon- 

à grande distance par rapport à leurs faibles dimensions. naires 

On pourra prendre en appelant r^ la distance d'un point ^','^° * j",^^ 
du milieu à un vortex numéroté j 



àlj -1 , 3! — Xi 



Êciuation valable pour le pied de chaque tube en suppri- 
mant le terme d'apparence critique. 



(i fj) 
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266 TOijimiLLONS simultanés tbès béliés, 

Los 2 H équ^ilions prccédenlcs admclleiiL 4 n intégrales; 
en voici d'évidentes : 

- ï=°. ^'»^t=« 

le centre de gravité des pieds des tubes est immobile; 

%'■ on 11 s Sut,- -T {Xi^ + Vi') = — - S; S; )Ji; mj ,, = 



donc 

Sm; (aij^ + y'\f = cunstiiiite. 

Ce résultat, oii l'origine est quelconque, contient les pré- 
cédents. On peut déduire de ces intégrales précédentes une 
nouvelle forme. On a 

qu'on peut encore écrire en prenant comme iudice le couple 

iv) ■■ 

V.,.. on. «ï '. _ ...■ — ~ _ — . .. > ~ . ... . Il 



Si/j) mi nij Log rt Vj =: Constante 

Nous n'approfondirons piis davantage les propriélés 
les vortex, renvo_yanl le lecteur curieux aux leçone do 
tf. Poincaré sur les tourbillons. 
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TROISIEME PARTIE 



NOTIONS GENERALES SUR LES PROBLEMES 

OU CONSTRUCTEUR 

HYPOTHÈSES SUPPLÉMENTAIRES DE LA THÉORIE 

DE LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX 



1 

Données expérimentales et Hypothèses supplémentaires. 

— La théorie de rélaslicité qui a été esquissée dans la 
deusième partie de cet ouyrage est la base de plusieurs 
théories importantes de Physique mathématique. 

On peut aussi essayer de la prendre comme iioiiii de 
départ d'une théorie de la résistance des matériaux. 

Je ne suivrai pas cette marche, difficile et minutieuse. 

Dans ce qui suit, nous n'emprunterons à la théorie de 
l'élasticité que la noHon des pressions intérieures, et nous 
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abo MODULE niî ULTTlilUÎ. 

définirons plus loin les pièces que l''on considère dans la 
théorie de la rcsislance des malérianx, et les hypothèses 
simplifiantes adoptées sur leurs déformations élastiques. 

Lorsqu'une tùje de longueur /, de section droite A est 
soumise à une tension totale ou pression totale f, elle 
s'allonge ou se raccourcit d'une quantité 1 ; lorsque le 
rapport 7 ne dépasse pas une certaine limite, et si l'on 
supprime la force f, la tige reprend progressivement son 
ancienne dimension. 

Lorsque le rapport j dépasse une certaine limite, la 
déformation est à peu près permanente, et en réalité un 
nouveau corps a été formé ; on dit alors que la limite 
d'élasticité du premier corps a été dépassée. 

Lorsque la limite d'élasticité du corps n'a pas été atteinte, 
la loi du phénomène de l'allongement élastique est sensible- 
ment exprimée par la formule 



Ûe niptur 



f__ 



F. 7 



dans laquelle E désigne une constante nommée coefficient 
d'élasticité, la quantité j est la tension ou pression par 
unité de surface supportée par chaque section de la tige, 
lorsque celle-ci n'est soumise qu'à la force /. 

Charge Lorsquc le rapport -^ atteint progressivement une cerlainc 

Yaleur p, la limite d'élasticité est d'abord dépassée, puis la 
rupture se produit sous la charge p qui porte le nom de 
charge ou module de rupture. 
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Pour dclerrainer les dimensions des pièces, on peut 
exiger qu'en aucun point de la pièce, la pression ou tension 
par unité de surface ne dépasse une certaine fraction empi- 
rique - de la charge de rupture p- 

La fraction - nongtemps prise voisine de -^^ est le coef- 
ficient de sécurité. 

Cette manière d'opérer suppose que la matièi'C n'est Loi de WûUier. 
soumise qu'à des efforts constants; or l'expérience montre 
qu'une même charge répétée p' < p, peut produire, si on 
la répète suffisamment, la rupture du corps lorsque ?' est 
compris entre p' et p 

P, < p' < P 

lorsque p' < pi la rupture, môme par répétition de la charge 
p',ne se produit plus. 

Celte limite pi est relative à la répétition d'efforts élas- 
tiques de même sens. Lorsque les efforts élastiques renou- 
velés varient de sens, la valeur de la charge de rupture par 
répétition s'abaisse encore de pi à p^ et l'expérieace indique 
par exemple pour le fer 

p < 0,5- p, 

Pi et p3 sont les modules d'élasticité. 

Voici quelques nombres obtenus par Wôhler et que 
j'emprunte au bel ouvrage de M. Maurice Lévy' et qui sont 
relatifs à un essieu en fer : 

s, La Statique graphique appliquée aux consli-ucCions. 
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Valeur de la lension oiMima Nunihre de ri?|iélilions de la 

par millimètre carré d'ono charge qui ont anieni; !ii 

charge PÈpÉléc. rupture. 

45kilogT nO.iiOO 

35 — 450.000 

30 — 8CO.0OÛ 

25 — 1,500.000 

f 48millioiis(rcprei]ves 
22 — j n'ont pas proilnit la 

[ riqiture. 

Il, résuite des expériences de Wôhler que l'on peut dis- 
tinguer trois modules de sécurilé Ihéorique, lorsque les 
charges temporaires agissent avec les charges permanentes. 

\° Lorsqu'une pièce est soumise à des efforts conslauts 
le module de sécurité Ihéorique p est défini par cette con- 
dition, que des tensions élastiques égales àp— £(:>o)ne 
ne délerminenl jamais la rupture de la pièce, tandis que 
des tensions élastiques ? + e déterminent cette rupture 
immédiatement. 

2° Si les formes élastiques nées de surcharges temporaires 
sont joutes de même sens, on appellera avec M. Maurice 
Lévy /inoï et f^-.n l'*' pliais grande et la plus petite des valeurs 
absolues de ces forces élastiques rapportées à l'unité de 
surface. 

3° Si les forces élastiques nées de surcharges acciden- 
telles peuvent changer de sens on désignera par f^^^ le 
maximum en valeur absolue de la plus grande des deux 
espèces de forces et par ^,„„^ le maximum en valeur absolue 
de l'autre. Dans chacun des doux derniers cas, on adoptera 
pour modules de sécurilé théorique un effort élastique R, 
pour le second cas. Ru pour le troisième cas tels que : 
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les liypolhôses 

A.. > II. 



dans io second cas 
ibiis ie troisii'mc cas 



enlraÎQènt la mpt«re après répétition suffisaule des sur- 
charges. cl que les hypothèses correspondantes 

U.. < Ri - E 

f... < n. - ^ 

pcrmeUant, sans rupture, la répétition indéfinie des sur- 
charges. 

Launhardt a proposé, pour le cas où les forces élastiques 
développées ne changent pas de sens, la formule empirique : 






cette formule coïncide avec la définition de p el. pi 
lorsque f„^^ = f,,,\„ et lorsque f„à„ = o 
elle est d'accord avec les recherches de Wijhler pour les 
cas intermédiaires. 

Pour le cas où il se produit des forces élastiques de 
sens variable, Weyrauch a proposé la formule empirique : 

R. - P, - {?. - p=) f^ 

qui est identiquement satisfaite pour <f„,„r ^ et pour 
r.»!! — fmm et qui parait d'accord aussi avec les expériences 
de Wohier pour les cas interraédiairGs.. 



Liide 

Launhsrdt. 
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■il'i LES TROIS MOBUIES D EUSTlCITi;. 

Module de se- - désignant une fcacLion, choisie de senliment, on pose 
curité pratique. " 



et R', el R'j se nomment charges de sécarilo. 



Modules do gi ^r, ^,, c^ sont les modules de rupture et les modales 
cisaillement et ,, , , . , -™ . . . ■ .,, i 

de torsion. ^ élasticité relatiis a la torsion ou au cisaillement les expé- 
riences de Wohler, comme les théories de Navier, indiquent 
que l'on peut poser : 

4. 4. 4 



d'où on déduira les coefficients de sécurité théorique et 
pratique par les formules correspondantes de Launhardt 
et de Weyrauch. 

Ces formules sont utiles pour le calcul des dimensions 
des pièces. Mais nous devons aborder la détinition de celles-ci, 
, et l'examen des hypothèses simpliiiantes de la théorie de 
la Résistance des matériaux. 

Béiinitioli Nous Considérerons une pièce engendrée par une aire 
des pièces. p|g^j^g ^ j^j^^ jg centre de gravité G décrit une courbe plane L 
constamment normale à l'aire; les dimensions de la section 
seront supposées petites non seulement par rapport à la 
longueur de L, mais encore par rapport aux divers rayons 
de courbure de l'arc L. La courte L porte le nom de fibre 
moyenne, lorsque l'espace ainsi engendré par l'aire A est 
supposé rempli d'une matière homogène et élastique. 
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Il arrivera quelquefois que l'aire mobile A varie lenlemenl, 
la variaLion de ses dimeusions resLant peLite par rapport 
à l'arc décrit sur la ligue moyenne qui demeure le lieu des 
centres de gravité de l'aire A. 

Le corps de la pièce peut n'être pas complètement homo- 
gène, mais sa densité et ses propriétés élastiques devront se 
distribuer symétriquement par rapport au plan de la courbe 
L; lorsqu'il en est ainsi, celte courbe L n'est plus définie 
comme le lieu du centre de gravité de l'aire géométrique 
A, mais bien comme le lieu du centre de gravité d'une aire 
fictive non homogène, dont la densité superficielle serait 
en chaque point proportionnelle à la valeur en ce point du 
coelTicient d'élasticité (dans le sens dos fibres normales au 
plan A). 

Nous aurons à considérer par la suile l'ensemble des 
sections A comprises entre une section terminale Ao et une 
section Ai et les forces appliquées ans différents points de 
cette partie de la pièce; ces forces comprenant d'ailleurs 
les forces directement connues et aussi les réaclions, généra- 
lement inconnues, desappuis; 
si toute cette partie de la pièce 
était supposée rigidifiée, on 
pourrait composer ces forces, 
suivant la méthode de Poin- 
sot : 1° en une force R pas- '^■^ 

sant par le centre de gravité Gi, de la section Ai et en 
couple M,. Gomme nous ne considérons que des forces 
symétriques par rapport au plan de la courbe L, la résul- 
tante R se décomposera en une force N^ normale au plan 
de l'aire A et en une force T, située dans ce plan et dirigée 
suivant la normale à la courbe L. 
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Relativement aux signes de Mi, Ni, Ti on fait les conven- 
tions suivantes : on prenti comme direction positive de N 
la tangente en G, à la courbe L, dirigée dans le sens G,x 
des arcs croissants au delà de Ai lorsque la courbe es 1 
parcourue de Ao à A,, on complète avec une direction G^y 
de la normale et une direction G.s perpendiculaire au pla 
do Z un trièdre GiZ, G,!/,G,:, de coordonnées, superposable 
sur un trièdre fixe clioisi une fois pour toutes. 

Le moment M, est > o s'il tend à faire tourner en rap- 
prochant dans un simple quadrant G,^ de G,y. 

De même N, et T, porteront leurs signes. 

Mi se nomme le moment de flexioji. 

Ni porte le nom de compression de la fibre. moyenne. 

Ri se nomme Veffort tranchant. 

Nous désignerons les quantités analogues relatives au 
point G par M, N, T, sans indice. 

On regarde les pièces comme semi-élastiques et semi- 
rigides; les sections A sont regardées comme rigides, les 
fibres primitivement normales aux sections A sont regardées 
comme élastiqties. 

La rigidité des sections A permet de composer ou de 
réduire conformément aux règles de la statique des corps 
rigides toutes les forces dont les points d'application véri- 
tables sont situés en une même section. 

Dans la plupart des cas on admet que les sections A 
restent normales à la fibre neutre, cette hypolhcse revient 
à négliger l'influence de l'effort tranchant, ce qui revient 
à admettre une rigidité de glissement. 

Dans cette manière do voir les sections sont censées 
supportées par l'ensemble des fibres normales parallèles 
à la fibre noulre. 
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Les efforls élastiques exercés sur la section A' par la 
partie antérieure de la pièce agissant sur la parlie posté- 
rieure- forment, un système de forces défini par les quan- 
lilés M',N', T' relatives à cette section; le couple M' tend, 
nous l'admettons, à fléchir les fibres, la force N' tend à 
les comprimer^ quant à la force T' l'hypolhèse précédente 
revient à la regarder comme impuissante à produire des 
déplacements élastiques appréciables. 

Quelquefois on abandonne riiypolhèse de la conservation 
de l'orthogonalité des sections sur la libre neutre et on tient 
compte de l'effort tranchant d'une manière qui sera indiquée 
un peu plus loin, et qui, on le verra, est assez arbitraire. 

Considérons la pièce en sa position primitive fictive, alors Forces éiasti- 

qu'ancune force, pas même la pesanteur, n'agit sur elle. ''"^^^ ^^' 

' ' ' ' ij mations elas- 

Et soient A et A' deux sections infiniment voisines de tiques corres- 

la pièce dont les centres de gravité sont séparés par l'arc pondantes dans 

,,,..., le VDisinage 

as de la hbre neutre, ^-^^^^ section 

Considérons la portion du corps engendré par l'élément 
rfu) de la section A, venu dans la génération de la pièce 
occuper un élément égal rfw' de la section A'; vu les faibles 
dimensions transverses de la pièce vis-à-vis de la courbure 
de L on peut supposer que les deux éléments dm, dm' sont 
distants de ds, après déformation l'élément d'arc ds s'est 
accru de — ^ds par la compression. La pression par unité de 
surface, n, sera donc en admettant que laftbre considérée tra- 
vaille comme si elle était seule 

l'élément rf^ transmettra donc de la partie antérieure 
à la parlie postérieure du corps la foi'ce élastique 

normalement à la section. 
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Si te est la distance de l'élémciil dut à une droite passant 
par G et perpendiculaire au plan du tableau (distance 
comptée positive dans le sens Oy) le moment de cette 
force élastique sera 

— nd.o.u 

On aura lioiic 



./■ 



ces intégrales de surface étant prises dans toute l'étendue S 
de la section A. 

Pour calculer ces intégrales, il nous faut évaluer Srfs qui 
est une fonction linéaire de u; en effet la section A' tourne 
par rapport à la section A et si on appelle w la quantité 
dont elle tourne dans le sens positif des moments, on aura 
pour le raccourcissement Brfs 

(2) S(is^(^ifs)„ + <.)M 

(Sds)o désignant le raccourcissement de la fibre moyenne. 
Remplaçons « par sa valeur E --t- et ids par sa valeur (2), 
les relations (1) deviendront 
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Or que E soiL variable ou non, posons : 



/■• 



et observons que par la défmilioti de la fibre moyenne ot 
par une propriélé bien connue da centre de gravité on a : 



Nous aurons donc : 



(3) 



( MJs ^ 



Si E est constant dans chaque section S dont le moment 
d'inertie géométrique est I on aura 



et les formules 


■ (3) se réduisent à ceilcs-ci : 




H) "^i» 
^ ' Mils 

" - a 



on en déduit pour la compression îi d'une lilire générale qui 
s'est raccourcie de 
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011 en ayant égard aux fofmules (4) 



11 — K (c7 — "p ' daiib le cas général 



rare neutre j.a rormulo 

des pressions. (î <is) = (ô rfï) -h «« 

et les formules (-4) montre qu'autour des poinls pour les- 
quels 

" ~ u ^ HS 

les Qbros n'éproirvcnt ni allongement, ni raccourcissement, 
ce sont les fibres neutres; la tiLrc neutre principale est 
dans le plan de la courbe L. 

Ces points peuvent d'ailleurs être Hctirs et hors de la pièce. 

Le théorème des moments permet de rechercher la ré- 
sultante des compressions élastiques de la section A. 

On trouve ainsi que ce centre est dans le plan de la 
courbe L à une distance it' de G égale à 

M 
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la comparaison dos valeurs de it cl a' montre que 



P est le rayon de gjration de la section relativement à un 
axe perpendiculaire au plan de symétrie el passant par G. 



Nous supposons encore essentiellement que l'on regarde Fomuie 
comme exacte la conservation de l'orthogonalUé de la libre ^^''^esjj^s 
moyenne aux sections. fléchissants. 



Considérons deux sections infiniment voisines A et A' 
normales en G et G' à la courbe moyenne. 
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Le déplacement de la section A' par rapport à la sccLion A, 
peut se résoudre en une translation G'f' = idso et en une 
rotation <» autour de y' par lesquelles A' vient en A" puis 
en A"'. 

Soient C, C" et y les points où les traces sur le plan do L 
des sections A', A", A'" coupent la trace do la section A. 

En considérant les quatre angles -/, y', C", C, dont les deux 
derniers sont égaux, on a 



c'cst-à-dirc en faisant 



cls — {ôiLsV fis 



et par conséquent en vertu des formules {'i) 

formule appiicablc aux ressorts. 

Cas d'iiiw En ce cas j—o, N = la formule (o) se réduit, alors à 

poutre droite 
et de charges 

lionnalesà la /.y, \ ^ J^ 

poutre. ^ ' ? l'Jl 

dans le cas de très petites déformations on remplacera I 
formule connue de la courbure 
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V^(ij 



la formule (G) devient alors : 

(7, 'JlI- ^1 

celte formule sert quelquefois de point de départ à la Lliéorio 
des poutres droites. 

Nous voulons déterminer, je suppose, les déplacements Détermination 
du point Gi de coordonnées absolues x^ y, relativement au denia^cements 
point G„ du départ. plastiques 

A cet effet : aux différents 

points de la 

On composera entre elles les translations dues au rac- atre moyenne 
cou rcisse ment des fibres en chacune des portions infiniment 
petites ds de l'arc G„ Gi, correspondant aux différents points 
G {X, tj). 

Si Uo et «0 sont les projections du déplacement arbitraire 
du point Gû. 

Nous aurons par les formules 4 et pour les projections 
du déplacement du point Gi résultant des translations •- 



••- y 4" 
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L'effet dû aux rolalions successives se calcule loul aussi 
aisémenL : la petite rotation co de la seclion de G [x y) par rap- 
port à la secLion voisine antérieure distante de ds produit 
sur le point G, (a:,!/i) un déplacement dont les projections 
des axes OX, OY, fixes, seront : 

— 0, [i/, — y eX + ... {X, — x) 



faisons la somme de tous ces déplacements composants infi- 
niment pelite, nous obtiendrons pour les projections u, v, du 
déplacement résultant de 6, en nommant wo la relation 
arbitraire aulour de G„ i-CoVo) 



\ 



= Vo+ »)„[;», — XO 






D'uilleurs l'angle résultant o dont a tourné la seclion 0, 
est : 



(8 Us) o^..,- / "Vs 
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Nous admellrons que le Glissement v de la secliou A' Glissement 

^ ° ' dû à l'effort 

par rapport à la section A qui sur la fibre moyenne en est tranchant. 

dislanle de ds est lié à l'effort tranchant T par la formule 

1 T IN 

Y — -j-^ K ds formule analogue à {àds),. = — ^ ^ ds 

le coefficient ff pour les corps usités dans les constructions 
est pris égal à ^. 

Si on tient compte dii glissement i, dirigé suivant la 
normale et si on le projette suivant les axes absolus ox, oy 
on aura pour ses projections respectives : 
liy dx 

et les formules précédemment obtenues (8) seront 



Sa 

S, 

, , / .M ixt — ce) , 
-\- M„ {J7i " a7o, — I ... ds 

/N /* T 
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Importance de Soient F^ et P^ les composaiiles parallèles aux axes (ixes 

siuce de là ^^ ^'""^ quelconque des forces agissant sur la section A, 

distiibution au point (a, f} de cette section. 

des vaeuis Lg signe S s'étendant à toutes les sections antérieures 

(lu moment 

de feïiou ^ ^^ section consiaerée A, et à toutes les forces de chacune 

Tiioi^e gp ,1e ces sections, on aura, par définition au moment de 

Ûexion, de l'effort tranciiant T, et de la compression N, 

sur G, : 

1 M. = S [F, (y, - r,; - F, (.A - =.;] 

( as, ' dsi ' 



Mais on a évidemmenl, en dillérenliant ; 



et par conséquent : 

(10) 



d)jt dSi dxi dsi 
Midy, rfMi àx _ 
~ dyj dSi dXi ds, 



d'où ce théorème : 

La distribution du momeni de fltxïon sur la fibre moyenne 
fait connaître par de simples differentiations l'effùrt tranchant 
et la compression. 
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Le moment de flexion est loujoar& une fonelion cotilinue, Rcmirque. 
alors même que des forces finies agiraient en des points 
isolés de la pièce, mais N, et T, peuvent varier brusquomeut 
lorsque la section A, vient à passer par le point d'applica- 
tion effectif d'une force isolée. 

l'osons TransfoiTiiiition 

X| = HF formules 9. 

Y' = ^F„ 



les formules précédentes deviendront 



celles-ci permetlonl de transformer les formules !), Car on 
peut écrire, par les formules précédenlcs ; 

~\--,s + Tdy 
on aurait de môme 

Mdy = \ds — '\'clM 
on peut alors écrire les formules {9} sous la forme : 
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s» s, y. 

Si .S'i .V, 



Pour une poutre droite horizontale, soumise à des charges 
"verticales N = 0; prenons la ilbre moyenne primitive de 
la poutre comme axe des x on aura, si fou néglige teffoi-t 
tranchant devant le moment de flexion, en faisant y^:= o 



«, = 






-> 






Supprimant les accents nous pourrons écrire pour l'y de 
la libre déformée : 
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r- j ^^,lx^ ^ I "ET 



En clifférenliant on aura : 



X 

dy _ j M(^_ 



si on Fait -.- = f^ 3 =: et qu'on remplace n. par ty a 



En dilTérenlianl une seconde fois ou aura : 



d'y _ _ M 



c'est la formule déjà indiquée. 
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Digression sur la statique graphique. 
Cas d'un système plan. 



Keprèsentatlott 
des forces 
d'un plan. 



On représente les forces d'un plan par deux figures distinc- 
tes. Une première figure indique le point d'application de 
chaque force et la droite indéfinie suivant laquelle elle agit 
ou sa ligue d'action (quelquefois on indique le sens); les 
forces sont représentées par des chiffres ou numéros. 

Une seconde figure indique les grandeurs des forces 
portées bout à bout et parallèlement à leurs directions; 
c'est le polygone des forces; les forces sont numérotées 
avec les mêmes chiffres. Exemple pour quatre forces. 
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Dans l'ensemble des deux figures ci-jointes, les lignes 
d'action des forces ont été numérotées en chifi'res romains 
et les grandeurs des forces en cîiifS'res arabes corres- 
pondants. Nous adopterons cette conycntion. 

Soit (figure précédente) un point arbitrait e, menons 
du point des rayons vecteurs aboutissant aux extrémités 
a et 6 du polygone des forces et à ses différents sommets; 
chaque sommet sera désigné par l'ensemble des deux 
chiffres qui désignent les côtés qui le déterminent; les 
différents sommets du polygone sont ainsi : 

1.2, 
2.;!, 
3-/1, 

Nous désignerons par les mêmes groupes de chiffres les 
rayons correspondants, tracés en pointillé sur la figure du 
polygone des forces. Soit Â un point quelconque du plan. 
Menons la ligne AI parallèle à 0«; par le point où elle 
coupe la ligne d'action I, menons une parallèle au rayon 
\. 2. et prolongeons-la jusqu'au point où elle coupe la 
ligne d'action II; par le point obtenu, menons une parallèle 
au rayon 2. 3 et arrêlons-la au point où elle coupe la ligne 
d'action III; par le nouveau point, menons une parallèle 
au rayon 3. 4; et enfin par îe nouveau point obtenu, 
menons une parallèle IV B au rayon Oô. 

Le contour A, I, II, III, IV, B ainsi obtenu se nomme 
un polygone funicnlairc du système de forces considéré, 

e^t le pôle de ce polygone, les rayons vecteurs tracés 
de sont les rayons polaires. 



Si&nition 
des polygones 
tuniculiiires. 
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Lorsque les forces données sont loulcs parallèles, tous Icb 
côtés du polygone des forces sont dirigés suivant une 
même droite, la distance de à cutle droile porte alors 
le nom de distance polaire, 

Lorsque le point ne sera sut' la direction d'aucun des 
côiés du polygone des forces, prolongé iiidéliuiment, le 
polygone funiculaire existera effeclivement quel que soit le 
point de départ A. 

Un sj'slème plan de forces appliquées à un corps rigide 
est toujours réductible à deux forces ayant : 1" pour lignes 
d'action, les deux côtés extrêmes de l'un quelconque des 
polygones funiculaires; 2° pour grandeurs les deux rayons 
polaires extrêmes, ces rayons étant parcourus ou allant de 
l'origine aux extrémités du polygone des forces. 

En effet, chaque force peut être supposée appliquée au 
point de sa ligne d'acUon qui est au sommet du polyg&ne 
faniculaire, et là peut être décomposée en deux, l'une 
ayant pour ligne d'action le côté suivant du polygone funi- 
culaire, l'autre dirigée suivant le côlé précédent de ce 
polygone. 

Les forces dirigées suivant les côlés fermés du polygone 
funiculaire forment des paires de forces en équilibre et il 
ne reste que les forces ayant pour lignes d'action les côtés 
ouverts du pjlygone funiculaire AI et B IV dont les gran- 
deurs sont, d'après la composition des forces concourantes 
. Qa et 06. 

Si le corps considéré n'est pas rigide le système de 
forces donné est équivalent aux deux mêmes forces plus 
des paires de forces égales et contraires non appliquées 
au même alome, el ayant pour lignes d'action soit les côtés 
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du polygone funiculairej soit les lignes d'acLion des forces 
pi'imiUvemenl données. 

Pour qu'un système plan de forces apjjliqué à un corps Tiiéorome, 
rigide soit en équilibre il faut et il suffit q«e le j^oîygone 
des forces se ferme et giiun des i^objgones ftinicidaires se 
ferme. 

Auquel cas tous les polygones funiculaires se fermeront. 
Ce théorème est une conséquence immédialc de la 
remarque préccdonte. 




En considérant trois forces I, II, III se faisant équilibre 
en A, traçons le polygone funiculaire BGD correspondant 
à un pôle 0, et considérons le triangle des forces i, 2, 3. 

On formera ainsi deux figures ABCD et 0, 1-2, 2-3, 3-1, 
chacune formée de (i lignes joignant 4 points et jouissant 
des propriétés suivanles ; 

A chaque segment de l'une répond dans l'autre un 
segment parallèle correspondant; mais à trois segments de 
l'une formant triangle oa point correspondent dans l'autre 
un groupe de trois segments formant point, ou triangle. 



Corollaire 
Ëéométrique. 
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TiiéorisffiQ. Pouf qu'un système plan de forces appliqué à un corps 

rigide admeLle une résultante il faut et il suffit que le 
polygone de ces forces ne se ferme pas. 

En ce cas la résullanle est leur somme géométrique et 
sa ligne d'action passe par le point d'intersection des deux 
eûtes extrêmes d'un quelconque de leurs polygones funi- 
culaires. 

Ce théorème se déduit, immédiatement du théorème pré- 
cédent. Il fournil la construction graphique de la résultante 
d'un système plan. 



Corollaire Le point de rencontre de deux côtés quelconques d'un 

polygone funiculaire est un point de 
des forces comprises entre ces côtés. 



polygone funiculaire est un point de la résultante partielle 



ThéorÈme, Pour qu'un système plan de forces appliqué à un corps 

rigide se réduise à un couple il faut et il suffit que le 
polygone des forces se fermant, un polygone funiculaire 
reste ouvert, auquel cas tous les polygones funiculaires 
restent ouverts. 



QUELQUES PROBLÈMES 



Problème 1. — Étant donné un système plan de forces 
trouver deux forces les équilibrant, sachant que les lignes 
d'action données de ces deux forces sont parallèles à la 
résultante. 
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29-1 QIJKLOULS l'ItOBLÈMES. 

Soient I, II, III, IV les lignes d'acLion des forces données 
et V et Vï les lignes d'aclion des composantes parallèles 
à la direclion ab de la résuUanle (donnée par le polygone 



Soit un pôle arbitraire, traçons un polygone funicu- 
laire des quatre forces données, arrêtons ses côtés extrêmes 
en A, V et VI, B sur les lignes V et VI données et par le 
point 0, menons une parallèle OH à la droite qui joint les 
points (A, V) et (VI, B). «H et llb sont les grandeurs 
cherchées des composantes. 

La position de la résultante est d'ailleurs connue, car 
elle doit passer par le point de concours w des côtés 
extrêmes du polygone funiculaire primitif. 

On peut aussi déterminer la ligne d'action de la résul- 
tante par la solution du problème suivant : 

Problème IL — Déte."raincr la résultante de deux forces 
parallèles. 

; Poiioiis sur les lignes d'action des 

composantes deux segments qui re- 
présentent leurs intensités en ordre 
croisé; désignons Voj'igine de chaque 
segment à l'extrémité de l'autre; les 
deux droites ainsi obtenues se cou- 

I peut en un point k qui appartient à 

\ la résullanle. 

1 Cela résulte immédiatement do la 

théorie des forces parallèles ou de la 
théorie des moments. 

Problème m. — Décomposer une force en deux autres 
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parallèles à la [iremière et ayant des lignes d'aciion 
données. 

C'est un cas parlieulier dn problème I, mais on peut 
rattacher sa solution à celle du problème II et obtenir le 
tracé suivant : 

Soit III la ligne d'aciion de la force donnée et soient 
I et II les lignes d'action des compo- 
santes cherchées, portons sur l'une 
de ces deux lignes, par exemple r 
sur II, le segment ¥„ Mj qui ropfc- 
sente l'intensiié de III. 

Joignons ces points à un point N^ 
arbitraire sur I, joignons N3 M3 et f 
Nj Mo, et par le point où celle 
dernière droite rencontre III, me- 
nons une parallèle à Na M^, celle-ci coupe II en un point M,. 
M„M, sera la grandeur de la composante ayant I pour 
ligne d'action el MjM^ sera la composante ayant II pour 
ligne d'action. 



1™ riioriïiÉTii : 



Lorsque varie ie pôle du polygone funiculaire d'un sys- Qiwiques pro- 

tème plan de forces données, le lieu des points de rencontre ï"^'^* r"""^' 

' ' f^ triques des po- 

de deux côtés quelconques de ce polygone décrit une droite lygonesfunicn- 

parallèle à la rcsultanto des lorccs comprimes entre ces '^'™^ déduites 

(le lear rôle 
'^'J'''^^' statiauo. 



Si deux systèmes plans de forces B et S' sont é;inivalcnl,s 
;t si, relativement à un même pôle, à un môme point do 
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départ du polygone des forces, et à un même point de 
départ des polygones funiculaires, on construit les poly- 
gones des forces P et P' relatifs, respectivement, aux deux 
systèmes S et S', leurs deux côlés extrêmes coïncideront 
respectivement. 
Comme conséquence, on a la remarque suivante : 
Le pôle d'un polygone funiculaire dont les côtés 
extrêmes passent par deux points fixes et dont les poly- 
gones des forces ont même origine, est le même pour le 
système plan de forces S et pour lous les systèmes équi- 
valents. 

3" Propriété : 

Le lieu des pôles des polygones funiculaires, dont deux 
côlés sont assujettis à passer chacun par un point fixe, est 
«ne droite parallèle à celle qui joint les deux points fixes. 

Pour démontrer cette proposition, observons qu'on peut, 
sauf à réduire le système de forces données à un nombre 
moindre, toujours supposer que les côlés assujettis à passer 
chacun par un point fixe soient les côtés extrêmes. 

Supposons d'abord que le système plan de forces consi- 
dérées admette une résultante R et soient A et B les points 
fixes situés chacun sur un des côlé.^ extrêmes 
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la résullante R esl d'ailleurs donnée sur le polygone des 
forces par le segment ab et sa ligne d'aclion peut êlre 
fournie par la construction d'un polygone funiculaire. 

Décomposons la force R en deux forces F| et Pj parallèles 
à sa propre direction et passant par les points' donnés 
A et B. 

Soient al et Ib los segments représentatifs des intensités 
de Pi et P5, le point I partage la droite ab dans un rapport 
donné (rapport inverse des distances de B et de A à la 
ligne d'action de R) , le système S est équivalent au système 
(F„ Pa); il suffit donc, d'après la précédente remarque, de 
déterminer le lieu des pûlos des polygones funiculaires P 
relatifs au système (l^"',, P^) et assujettis aux conditions 



Mais, d'après la délinition des polygones funiculaires, le 
côté AB sera le côté fermé de tous ces polygones funicu- 
laires P. 

D'ailleurs 01 est parallèle à AB. 

Le point ne peut donc que décrire la droite 10 paral- 
lèle à AB menée par I. 

Si le système se réduit à un couple, on voit de suite que 
l'on peut supposer que les deux forces da couple passent 
par A et B et la démonstration précédente ne sera pas 



4"^ Propriété : 

Si on considère les côtés correspondants de deux poly- 
gones funiculaires relatifs à une même origine du polygone 
des forces d'un même système de forces, ces côtés se 
coupent sur une même droite parallèle à celle qui joint les 
pôles des deux polygones. 
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D'après la 3^ propriété, il suffil de démontrer que l'inLor- 
section P de deux côlés correspondants appartient à la 
droite AB qui joint les points de rencontre A el B extrêmes 
correspondants. 

. Or, soient et 0' les deux pôles des polygones funicu- 
laires. 

D'après le ihcorème précédent 

00' est panillûle à AC comme A AB, 
donc les trois points A, B, G sont en ligne droite. 

Corollaires. Do cclto dernière propriété, on déduit les conséquences 
suivantes : 

1° Lorsque deux côlés d'un polygone funiculaire, relatifs 
à «ne même origine du polygone des forces, pivotent 
autour de deux points fixes, tout autre côté pivofe autour 
d'un point fixe situé sur la droite qui joint les deux pre- 
miers points fixes el le lieu des pôles est une parallèle 
i celte même droite; 

2° Lorfque le pôle d'un polygone funiculaire relatif à une 
même origine du polygone des forces décrit une droite D 
et qu'un côté de ce polygone pivote autour d'un point 
fixe P, tous les autres côlés pivotent autour de |iùiuls 
lixes situés sur une parallèle à B menée par P. 

Propriétés Si l'on décompose un système plan de forces parallèles 
mstriquesd-s ^ p j p g parallèles à D et ayant des lignes 

polygones ' " ° 

funiculaires d'aclioîis données, les grandeurs des composantes peuvent 
d'un sjsUme g|^j,g obtenues par l'emploi d'un polygone funiculaire, mais 
parallèles ^^'^^ demeurent fixes à l'égard de celui-ci. 

Cette remarque conduit à des conséquences intéressantes 
pour les polygones funiculaires de forces parallèles. 
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Soient les forces parallèles (I, II, III, IV; 1, 2, 3, k). 

Traçons le polygone funiculaire A, I, II, III, IV, B. 

Les points A et B appartenant à deux droites fixes 
parallèles aux forces déterminent une corde AB; considé- 
rons une droite fixe LL parallèle aux forces données, cette 
droite ne peut rencontrer évidemment le polygone funi- 
culaire qu'en deux points a' et b'. 

Menons 01 parallèle à AB qui coupe enl la droite des forces. 

Si on complète les forces données par les forces 61, la, appli- 
quées sur les lignes d'action VI et V, on a un système en 
équilibre. 

Prolongeons le côte II, III du polygone funiculaire jusqu'à 
sa rencontre en avec la corde de AB. 

Le point G appartiendra à la résultante R des forces 
(I, 1 ; II, 2; V, I«); or, la grandeur et la position de cette 
résultante ne dépendent pas du polygone funiculaire choisi; 
la force R et la dislance du point G à a'b' sont donc l'une 
et l'autre invariables. 

Or, le triangle G a' b' et le triangle de sommets 0; 2, 3; 
I, qui ont leurs côtés parallèles, sont semblables; on aura 
donc, en désignant par h la dis'ance de G à «6 et parp la 
distance de à ab, 



donc 

Or !a résultante partielle R, mesurée par la distance I, (2.3) 
est indépendante du polygone funiculaire. Le produit 
a'b' X p est donc constant. 
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De cette propriété résulte un moyen simple do rattacher 
les tracés de deux polygones funiculaires. 



Toutes les propriétés précédentes subsistent évidemment 
pour une succession conlinue de forces, les polygones des 
forces et les polygones funiculaires deviennent alors des 
courbes et il n'y a qu'un changement insignifiant et évi- 
dent à faire dans les énoncés qui précèdent. Les côtés du 
polygone funiculaire deviennent les tangentes à la courbe 
funiculaire. 

Aux points correspondants de la courbe funiculaire et de 
la courbe des forces, la tangente à la courbe funiculaire 
est parallèle au rayon polaire de la courbe des forces. 



Coiirhea 
fanieulftires. 



Soient MM' et ^y.' deux arcs correspondants d'une courbe 
funiculaire G, et d'une courbe des forces r définies pour un 
système plan continu de forces ; si «> est le pôle, le rayon 
vecteur ufi est parallèle à la tangente en M à G, (l>|i.' est 
parallèle a la tangente à G eu M' ; soient x, y les coordon- 
nées du point M, ?, -n les coordonnées 
du point [A, dx, dy, dX, d-^ leurs varia- 
tions correspondantes ; soient enfin R 
et R + (/R les rayons vecteurs •»[>■, "'V-' 




Équation 
difTérentielle 

courbes 
fiiuiculaii'es 



et a l'angle que tu;', fait avec l'axe des x dans le sens positif 
des rotations. 
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En projelant ?ur ehaeim des axes le contour formé w [^ ,-a' w, 
on a : 

— ri(nfosa) + rf^ = 

fj-l^' représente la somme géomélrique des forces élémcn- 
laires intermédiaires que nous pouvons représeiiler par ¥ds 

as — arc MM ' 

les projections de celte force seront Xds, Yds. 

dr, = Yds 

d'ailleurs à cause du parallélibme de R et de la tangente 
en Mac 



donc : 



«)_, <"!) _, 



deux équations différentielles mais renfermant IJ. 

Si on projette le contour i,>\>.^.' sur la tangente cl la nor- 
male à la courbe funiculaire, on aurait eu, en- désignant 
par 9 l'angle des tangentes extrêmes, et par v la projection 
de \i.' sur o)|a 

R — (R -[^ dW) cos + va 11= — (["i + dl{] sin 9 -(- vl,.' = 

ou, puisque 6 est infiniment petit 

- no + va' ^■. 
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BoicnL F,ds cl F„ds les projections de la force élémsn taire 
sui' la langoriLe et la nonniie oricnléc, on aura 

v'/ — F,,Js 



ou, en obscrvaiiLqiie -,- osl la courbure - de la courbj funi- 
culaire en M 

Il n 



Adoptons comme axe des y la direction commuue des ''^'^ 'i*^^ '°''''^^ 
, parallèles, 

forces 

X := Y = F 

la première des équations s'intègre et donne 

= C01 

on tire de la -r =^t- 

os dx 

et la seconde des équations différentielles devient 

1".''? 

i ds "^' 

si on se donne la force P rapportée à l'élément de lon- 
gueur normal 

Fiisz=. Nx 
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et par suife l'on aura 

R„ est la (lislanpo polaire des polygones finiiculaires. 

Remarque. -— Les courbes funiculaires coïncident avec 
les formes d'équilibre des fils flexibles. 

On remarquera la proposition suivante ; 

Tout polygone circonscrit à une courbe funiculaire est 
un polygone funiculaire d'un nombre fini de forces, 
celles-ci sont ies résultantes partielles des forces qui agissent 
entre les points de contact successifs de la courbe et du 
polygone. 
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Théorie des poutres droites. 



On sait qu'un couple agissant sur un corps rigide est 
déterminé par la seule direction de son axe. 

De là résulte immédiatement que le moment de flexion 
en un point Gi de la fibre moyenne d'une pièce est égal 
au moment de flexion en un point antérieur G augmenté 
du moment de flexion pour G, prOYenaut des forces exer- 
cées sur les sections inter- 
médiaires de la pièce et 
des moments par rapporta 
G, de la compression et do 
l'eifort tranchant relatifs 
à G. , 

De là résulte que le mo- 
ment de flexion M, en Gi est à une fonction linéaire près 
des coordonnées de G' la somme des moments par rapport 
à G, des forces exercées sur les sections comprises entre 
G et G,. 




Pour une poutre droite à plusieurs appuis on applii[uera 
la susdite remarque à une travée. 
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Le moment de la compression est toujours nul. 
Le moment de flexion en G, sera alors une expression 
de la forme 

m, désignant le moment relatif aux sections intermédiaires 
entre G et G,; G est fixe, 0, est variable, T et ^ sont deux 
constantes. 

Une poutre à n travées introduit ainsi 2 n constantes. 

Bans toute portion de ia poutre où il n'y a aucune 
charge le moment de flexion est représenté par l'ordonnée 
d'une droite. 

Si une travée ou portion de travée supporte une charge 
verticale (normale à la poutre horizontale) constante et 
égale à p par unité de longueur, le moment de flexion eat 
l'ordonnée d'une parabole à axe vertical dont le paramètre 

1 

est 

P 
La forme de celte parabole est indépendante de toutes 
autres conditions de la poutre, celles-ci n'interviemient 
que sur la position de la parabole; en effet, le moment de 
flexion des charges situées entre G, et un point. G de la 
portion considérée de la travée est 



pr. 



formule qui justifie la proposition énoncée. 
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— Enfin on remarquera que d'après un tlii^nrènic plus 
général établi plus haut on a 



Il résulte des remarques précédentes que le moment de 
flexion dans une travée, est à une fonction linéaire près de 
l'ahcisse X, le même que si la travée soumise aux mêmes 
charges était séparée du reste de la poutre et posée sur 
appuis simples. 

Les réactions sont ici perpendicul;ùr<?s à la poutre et elles i^^s ii'u' 



sont déterminées par la ttatiquc du ( 

Comptons les ab- 
cisses X à partir de 
l'appni de gauche 
de la poutre hori- 
zontale et considé- 
rons le cas d'une 
charge verticale 
unique P appliquée 
en G, point d'ab- 
cisse a, soit / la ^" T ' 
longueur AB de la ■* 
poutre, les réac- „ 

tions des appuis 
A et B sont : 



ips rigide. 



4"' 



y Google 



dIJ» POUTHE DROITE! STIll DEUX AI>I>U[S SIMPLRS. 

Si le point G d'abcisse œ m\. enlrc A ot G, le moment de 
ûexioii en ce poiut sera : 

^>. = \\s-.PQ -.)j\ (,r<..) 
si le point G est entre G et B on aura : 

S'il y a plusieurs charges : 

P, P,.,. P, 1^+1 P„ 



Supposons que l'on ait : 



Sj, désignant la somme relative aux forces à gauclie de G, 
S^ désignant une somme relative aux forces à droite de G. 
On j)eut d'ailleurs écrire ; 

S'il y avait une force finie au point G, son moment nul 
peut ûlre compris dans l'une ou l'autre des deux sommes. 
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Soif. S luio somme s'élendaiit à loute la travée, on pourra 
écrire : 



d'où pour l'effort tranchant T : 

Si on a sur toute la poutre une pression- uniforme par 
unité de surface, les formules précédenles deviendront 

X 

X l I 

11.= j pxih-'rxf j pih—-^ I p-j.(h.j 
l I- 

Si la charge est imirorme, on a : 
'! = l>(f.4,) 
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Le calcul serait tout aussi facile si la charge uniforme 
ne régnait que sur une partie de la poutre. 

Ttr"" ï)^ns, une poutre horizontale posée sur deux appuis 

graphique Simples et soumise à des charges -verticales quelconques, 
desmomenisde le momenl de flexioii est égal au produit de la distance 
polah-e d'un polygone funiculaire quelconque relatif à ces 
charges par l'ordonnée que cette section détermine dans 
le polygone dont les côtés extrêmes sont arrêtés par les 
■verticales des appuis et qui est fermé par la corde corres- 
pondante : 

Soit la poutre horizontale AB soumise aux quatre charges 
I, II, III, IV dont les intensités soiit marquées sur la ligne 
des forces en 1, 2, 3, k. 

Soit le pôle et soit tracé le polygone funiculaire V, 
r, ir, Iir, IV, vr; menons la corde V VI', la parallèle 
01 à cette corde détermine comme on l'a vu les intensités 
Ifl et 61 des réactions V et VI. 

Cherchons le moment de flexion eu G; menons la verti- 
cale en ce point qui coupe le polygone funiculaire fermé 
en ô' et «'. 

La résultante S des forces I et V passe au point G, oii le 
côté r, ir du polygone funiculaire coupe V, VI'; cette 
force est d'ailleurs mesurée par le segment 

I, (1, 2) de l'échelle des forces. 

Le moment de flexion est le produit de H par la distance 
du point G à la droite a' b' ; or on a vu, plus haut, que 
ce produit est encore égal au produit de a'b' par la distance 
polaire p, c'cst-à-dirCj par la distance de à la droite ha. 
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L'effort tranchant en G est précisémCDi la force R 
mesurée comme on vient de le voir par le segment. 

1,(1,2). 

— Une potitre est dite encastrée à une extrémité, si 
la seclion en celle cxtrémilé est maintenue lise. 

— Considérons une poutre à appuis quelconques et portant 
des charges verticales quelconques, on va voir que si on 
trace un polygone funiculaire relatif aux charges verticales 
données qui agissent dans une travée et tme certaine droite 
D dans le plan, le moment de flexion M en un poiul G quel- 
conque de la travée sera égal au produit de l'ordonnée de 
G comprise entre la droite D et le polygone funiculaire, 
multipliée par la dislance polaire de ce polygone. 

En effet, soit M le motncnt de flexion en G, et \>. le 
moment de flexion qui existerait en ce point si la travée 
ÂB était isolée et posée sur appuis simples en ses extré- 
mités. 

M =z ;j- + Ax 4- E A et 15 éLant des constantes. 

Si on prend comme variable l'abcisse l comptée sur la 
corde de fermeture correspondant aux appuis simples de 
la poutre fictive; soit z l'ordonnée comptée à partir de cette 
droite jusqu'au polygone funiculaire ,on a, comme on vient 
de le voir 

\>- = ¥ 



-(' + 7^+") 
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Oi' la paroiilhése est la poi'Lion d'ordonnco comprise 
entre le polygone et la. droite qui a pour é([iulion : 



^ 1> '" V 

Enfin si on rapproche la remarque qui précède d'une 
propriété des polygones funiculaires d'un système de 
forces parallèles, on -voit que si par les appuis quelconques 
d'une poutre à plusieurs Iravées on mène des ordonnées 
égales au quotient du moment de flexion sur cet appui 
par une longueur p, puis si par les extrémités des ordon- 
nées relalives aux deux appuis conséculifs on fait pasfer 
un polygone funiculaire de distance polaire p, relatif aux 
charges de cette travée, pour chaque point de la poutre 
le produit de la dislance polaire par l'ordonnée correspon- 
dante du polygone représentera le moment de flexion. 

Soit' AB = / une travée d'une poutre à section constante sur l'emploi < 

, , . . , certaines 

à plusieurs appuis quelconques. j^^.^^^ g^^^^^^. 

Soit M le moment de flexion en un point de AB, envisa- 
geons des forces iiclives appliquées aux divers éléments 
dx de AB, forces égales à Udx descendantes ou ascen- 
dantes suivant le signe de M. 

Soit A" B" la droite convenablement choisie qui sert de 
liase à la mesure des ordonnées ab arrêtées au polygone 
funiculaire et qui représentent le moment de flexion M au 
point G de , la poutre située sur cette même ordonnée; 

si p est la distance polaire, cette ordonnée est -, 

M P 

le produit ■- dx représente donc Taire inliniment petite 

aa' bb' • or, si on arrête les ordonnées à la corde A' B' du 

1. Voie la figure, ppgo suivante. 



composition 
graphique. 
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EMPLOI OE FORCES FICTIVES. 



pol;ygone funiculaire cette aire est la différence des aires 
a„a\ bb' et a^a'^ aa'. 

Ainsi la force fictive - dx est la résultante de deux autres 
forces fictives ; 

1° L'une descendante, égale à l'aire «^«'o 66' et qui ne 
dépend que des charges connues de la travée ; 

A î '^ ^' B 



1 \ ■ 




__jy 






P7i 


a;, \ 
I 


L^ 




\ 


^-^ ■ 



3" L'autre représentée par l'aire «„«'„ aa' qui dépend de 
A^'B"; on l'appelle : la force ascendante, sauf à changer son 
signe quand elle est négative. 

Les forces descendantes donneront l'aire du polygone 
A, I, II, III, IV, B', la force inconnue sera l'aire du trapèze 
A' A"B'B" 

Représentons l'aire du polygone par un rectangle de 
base arbitraire p fixe et de hauteur -ri, tj représentera la 
force descendante et elle devra être appliquée suivant l'or- 
donnée du centre de gravité de l'aire du premier | 
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De même si on décompose l'aire du Lrapcze en deux 
triangles par la diagonale A'B", la force ascendante pourra 
être décomposée en deux forces appliquées aux tiers 
de la travée; si / est la longueur de la poutre, les repré- 
sentations fp et if' des deux composantes ascendantes 
vérifieront les relations : 



et les moments de ûexion en A et B seront 



en sorte f[ue l'on aura 

^- p "sp 

M„ l 



a ettf' smit bien des forces. 



Dans les poutres à section variable, nous aurons à envi- 
sagée des forces — j— qui seraient aussi susceptibles d'une 
composition graphique assez simple, sur laquelle nous 
n'insisterons pas. 

Nous prendrons comme base de la lliéorie des poutres 
droites le théorème suivant : 

Si aux divers éléments dx de la libre moyenne primitive 
d'une poutre à appuis quelconques, on applique des charges 
fictives pT- descendantes ou ascendantes suivant le signe 
de M, la fibre inmiiinne\àe la poutre déformée coïncide avec 
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l'une des courbes funiculaires relatives à ces charges, ayant 
une distance polaire égale à i'unîLé de longueur. 

En effet, on a vu que l'équation différentielle de la fibre 
moyenne déformée est : 



Or, on a vu aussi, que c'esL là récjuation d'une courbe 
funiculaire sous les charges élémenlaires -^-, le rayon 
polaire ôlant pris égal à ruiiilc. 

POUTUE MI-APPUYÉE, M1-EKC„VSTRÉE AVEC EXTHÉMiTÉS 
DE NIVEAU. 



ime résîikanCe passant par l'extrémité non-encastrée de la 



Telle est la proposition qui résume la théorie de la 
poutre considérée. Pour la démontrer, envisageons la libre 
moyenne déformée AMB. 

C'est une courbe funiculaire des charges fictives consi- 
dérées, donc les tangentes extrêmes se coupent en un point 
de la résultante ; mais l'une de ces tangentes est la droite 
AB, donc la résultante passe par l'appui simple B. 
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3(7 



■]" Théorie graphique. 

Supposons, pour simplifier, la secUon et rélasticilé cons- 
lante : 

Le moment de flexion est nul en B ; nous traçons 
un polygone funiculaire des charges données : A„, I, If, 



1 








IV 






r 
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m, IV, B„; soit p sa distance polaire; la base des ordonnées 

destinées à mesurer les moments de flexion sera une droite 

passant par B;,; désignons pour un moment par B^ A, cette 

base encore inconnue, nous la déterminerons par la condi- 

M 
tioii que les charges fictives élémentaires —dx aient nue 

résullaule passant parB; mais ces charges fictives peuvent se 
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résoudre en une différence de charges dues au momeut de 
flexion des charges données et en une charge asccndariLe 
égale à l'aire inconnue du triangle B^ A, A„. 

Celte dernière est inconnue en grandeur, mais elle passe 
par le centre do gravité du triangle A„ A Ai, c'est-à-dire par 
le premier tiers de la poutre, voisin de l'encastroraenl ; 
si R' est la résultante chargée de signe des forces fictives 
considérées, on voit que le problème revient à trouver 
deux forces ayant des lignes d'action données et qui équi- 
librent les forces descendantes représentant les aires par- 
tielles du polygone A„, I, II, III, IV, B„ ; si ? est la force 
ainsi déterminée qni représente la poussée ascendanle due 
au triangle A^ B^ A, on aura : 

et Ao A, sera connu. 

On en déduira la distribution des moments de flexion 
véritables, dues ans surcharges et aux réactions. Le point 
H, où Bo Al coupe le contour ouvert du polygone funicu- 
laire donne l'ordonnée du point d'inflexion de !a fibre 
moyenne déformée, puisqu'on ce point le moment de flexion 
véritable sera nul. 

Cas particulier à' anv: charge unique appliquée en G et dont 
Ao Co B„ est \m polygone funiculaire ; 

La force fictive descendante sera le produit : 

C^DûX^ ou Taire du triangle Ao C^ Bo, et elle passera 
par le centre de gravilé G„ de ce triangle. 

Pour décomposer la force G<,DoXg en deux, passant 
l'une par g premier tiers de la poutre, voisin de i'encas- 
rement, l'autre par B, prenons BH = CoDo puis menons 
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^11, et par le point y pied de l'ordonnée de G„, du point f 
menons yK parallèle à (/H jusqu'à sa ronconlre IC avec BH; 
menons enfin Âo A, = BK, joignons A,Bo je dis que Ai B„ 
sera la base de la mesure des raomenls de flexion véritable. 
Si G„ D„ mesurait la force en G^ à décomposer, BK et 
KH seraient les valeurs des composantes appliquées eu (j 
et B; la composanle en g analogue de la force 



ce qui représcnle l'aire du triangle AqAiBo. Ainsi est jus- 
tifiée la conslruction indiquée. 

Cas d'uM Soit 1^ la charge par unilé de longueur; par le milieu I 

unifûme '''^ '^ poutre élevous-lui une perpendiculaire sur laquelle 
nous porterons «ne longueur IS qui à l'échelle des forces 
représentera le quart de la charge totale de la poutre 

tri; 



Traçons la parabole de sommet S et passant par les 
extrémités A et B de la poutre. 

Elle sera la courbe funiculaire de la charge uniforme, de 
distance polaire ;t; prenons sur l'ordonnée du point A 
encastré une longueur égale à IS et Joignons A, B. 

Cette droite sera la base de la mesure des ordonnées qui, 
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arrêiccs au polygone dmiculaire, représentent les véri- 
tables moments de flexion. 




En effet, en prenant le point I comme origine des 
abcisses, le moment de llexion de la même poutre supposée 
portée par appuis simples est 






Le moment en I e5t donc 



!SXp= ; 
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c'est-à-dire l'aire de la 



La résultante des forces 

I' 
parabole est 

c'est la force que nous devons équilibrer par deux autres 
parallèles, l'une passant au premier tiers ff, voisin de 
A sur AB, l'autre passant en B. Soil ;? la composante en ff, 
appliquons le théorème des moments par rapport à B, on 
devra avoir : 

. l 



d'où 



pX sl=ïiiX CSX5 



- es X a 



or, telle est bien l'aire du triangle ABAi. 

Donc BAi est bien la base cherchée. 

2° Théorie analytique pour la poutre droite mi-appuyéc, 
mi-encaslrée. 
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Prenons comme origine l'extrémité non encastrée de la 
poutre. Le moment de flexion M sera de la forme : 



pi. désignant le moment de flexion sur la poutre portant 
mêmes charges, mais reposant sur appuis simples, on a 
évidemment 



On va déterminer A en exprimant que les forces fictives 
=r; dx ont une résultante passant par l'origine; la somme 
des moments de ces forces par rapport à B sera donc nulle, 
donc 



l 

fi 



c'est-à-dire 



j .TiJx -\- A 



1 
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d'où 



El 



D'ailleurs, en dcsigiianl par i, ï....a„ les abcisses crois- 
santes des points à'ap[tlicalioii des charges P,, P?..., P„ 
isolées, on a : 

, _ œ / 

X 

Si la charge est conLiiiuo, la eiiarge sur l'clémcnt d% étant 
représentée par xàd%, on aurait ; 
l 



/ ■d;!~<,d:.-H~^-^ / j^',<h 
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Si la poutre est homogène et de section constante, on a : 



■/■■ 



— Cas d'une charge uniforme. — On trouve : 



le point d'inflexion est aux '-t de la fibre moyenne à partir 
du libre appui. 

La même méthode est encore applicable; le système des 
charges fictives -y^ admet toujours la fibre moyenne déformée 
comme polygone funiculaire; mais les tangentes extrêmes ^gg^jj^i'jg 
de ce polygone funiculaire sont ici coïncidentes, le système sont de niveau, 
des charges verticales -p|- devra donc se réduire à une 
force horizontale; celle ci doit donc être nulle, c'est-à-dire que 
le système des charges fictives considéré doit être en équilibre. 
Si la poutre est homogène à section constante, la théorie 
graphique conduira encore à décomposer l'aire polygonale 
déjà considérée en deux forces passant par le premier et 
le dernier tiers de la poutre et la détermination de ces 
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deux composantes fera connaiLre encore la base des 

ordonnées représentatives des véritables moments de flexion. 

Le calcul donnera encore une solution tout aussi simple, 

le moment de flexion étant représenté comme on le sait par 

M - ij. -I- Ax + 15 

on déterminera les constantes A. et B en exprimant l'équi- 
libre des charges fictives -ï^. Le théorème des projections 
et le théorème des moments expriment cet équilibre par 
les deux équations 



;. i 

/M , . / Mxdx 



oîi / désigne la longueur de la poutre. 
Si la poutre est homogène, on écrira : 



l i l 



si la poutre est de section symétrique en son milieu, on 
peut prendre ce point pour origine, alors 
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SOUD! 


iS. 




Cxix 


= 




et en ce cas : 










h^ 




+ \ 
f;.xix 




è 




ifx'dj} 


Si la charge 


possède la môme 


symélrie 




/"^ 


= 




et on aura : 










A --^ 0, 11 = ^ 


A 


l"' 



Si la section est eonstanie et si l'oi'igine est prise à une 
estrémilé de la poutre on ;i : 
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/ 



l 

l l 



M = f + 



^/.a-»^-"/^G-i)^ 



Charge uniforme. — Si l'S est la cliavge par imiEé de lon- 
gueur on Lrouvc : 



' = 'iXii- *■') 



Charges isolées. — On trouvera sans difficulté 

,__ a? l 

31=-— SP- + |SP(l-«) 

X 
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Charges continues. — El pour des charges élémenlaires 
■ààt 



X 

l 

^Jî / ri,.;7-..)(;-2..}ri.-l / d 



Effort tranchant. — Dana le cas généra! de charges iso- 
lées l'efibi'L Lranchaul T e^t donné par la l'ormule 

"" <lx 
c'est-à-dire 

ou trouve aintii pour le cas d'nne charge isolée 
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Théorie des poutres continues reposant 
sur plusieurs appuis. 



Nous envisageons maintenant des poutres qoi nalurelle- 
nient droites sont posées sur appuis. 

Ces appuis sont généralement de niveau, mais par suilo 
■de tassement des supports ils peuvent cesser de l'être; et 
cetle dénivellation légère est loin d'être négligeable, aussi 
son influence élastique doit-elle être appréciée. 

On pourra d'ailleurs toujours supposer que la poutre 
étudiée porte sur des appuis intermédiaires simples et que 
l'encastrement, s'il existe, n'ait lieu que sur les appuis 
extrêmes. La théorie actuelle repose sur le théorème sui- 
vant ou théorème des trois appuis. 



^ Hv.i 


1 


Cl.. 


__^^^^—^-~"^"" ^ ■ 


i Ti-1 


^rrr:^^^ '■' "~"] 


ï 
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Soient A,_i, A^, Af+i les Irois appuis consécutifs de deux Théorème 
travées de longueurs /; et hj^i, soit toujours M le momenl t^ds appuis, 
de flexion en un point quelconque de la poutre, appliquons 
sur la tracée /; des forces fictives élénientaires : 

Mdx 

et sur la travée /;+, des forces fictives élémentaires : 
Mlle 

soient G,_i la somme des momeots des premières forces 
par rapport à l'appui A;_i elG^^, la somme des moments du 
second groupe de forces par rapport à l'appui Ai+,. 

Soit ">, l'angle aigu très p.etil, positif ou négatif dont il 
faut faire tourner la direction A,_, A^ pour l'amener en 
coïncidence avec la direction A; A;^., on aura : 

— Gi__i + G, + , = ^>, 

Soient y^^^, y,,, y;+, les ordonnées descendantes des démonstration, 
appuis. Soit tracée 

la tangente à la libre moyenne déformée sur l'appui 
intermédiaire. 

Soit Ei l'angle positif on négatif dont a tourné la sec- 
tion de la fibre moyenne au-dessus de l'appui Af. 

En désignant par II;., H,^, les points des ordon- 
nées des appuis extrêmes qui sont au niveau de l'appui 
moyen on a : 
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Or on a vu que la fibre moyenne esl dans chaque truvée 
une courbe funiculaire de distance polaire égale à 1 pour 
le système des charges ficlives -^p réparties sur celte 
travée, donc d'après une propriété des courbes funiculaires 
le segment A,^.,T;^., est la représentation du moment par 
rapport à A,^.! des charges fictives considérées, 
or on a : 

et par suite 

(I) +., = G,^. + «:*;-=î 

ou auriùl de même sur l'autre Iravce : 



c'cat-à-dire en confondant les petits angles cl leurs tau- 
G, + , -Ci = mi C.O.F.D. 
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En désignant par x, soas le signe /"les abeisscs relatives 
à chaque travée, le développement de l'équation précédente 



^■^J if ~ir+t~ j ta + (. ^' /h 



Quelle que soit la manière d'être, hors de sa travée de Propriétés 

, , T ■ -1 ■ 1 .1 (l'uue travée de 

rive, d une Doutre encastrée sur la rive, il existe sur cette , , 

' r nveeiicastréeà 

travée un point indépendant des charges, dépendant de la j,i„e »„ moins 
seule travée, pour lequel le moment de flexion véritable de ses extré- 
coïncide avec le moment de la travée considérée comme i»"'«s:i ex- 
poutre unique encastrée sur rive et simplement appuyée 
sur le premier appui intermédiaire. 

Pour une travée régulière et homogène ce pomf. est 
au premier tiers de la 

travée à partir du point B ëWm 

d'encastrement. ; A ï^"'" 

Prenonscommcorigiiie j 
l'appui simple B. 1 

Soient î/oetïi/i les cotes ^ 
de niveau descendant 

après tassement des appuis B et A; la rotation s, est nulle 
et la seconde équation qui la fournit employée dans l'article 
précédent donne ; 



/Ma;, 
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et si les deux appuis sont de niveau 



SoiL lii le moment de flexion sous les mêmes charges, mais 
sur une poutre simplement appuyée aux extrémités de la 
travée. 

M = [j. + As + !1 



portant cette Taleur dans (4} 



/rr"+*/^+»/'^ 



Cette équation lie les deux constantes A el B, 
En tirant B de celte équation et faisant : 



/ 3::< 
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33Ô 


on aura 






ffi-S.- 1 


1 -er 






M = 


« + »>- 


« 








-")+ , 







Celle équation fail connaître M indépendamment de A 
au point: x = u, pour lequel on aura ; 






Si donc on modifie les charges et dimensions des autres 
travées, la courbe représentative des moments pivotera au- 
tour du point fixe : 

Donc, aussi la ligne de fermeture (base des ordonnées 
représentatives des moments) pivolora aussi autour d'un 
poiqt fixe d'abcisse u, car si Z est Tordoiinée de la ligne 
de fermeture, on a : 
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donc 

Z„X;)-(;j.„ — M„) 

donc Z^ est constant par rapport aiix autres travées. 
Si E et I sont constants 



Reprenons le lliéorème fondamental en ayant soin d'in- 
troduire pour l'une des deux constantes inconnues relatives 
à chaque travée deux quantités : 

iV, et Sl, + ,, 

représenlantles moments de flexion en deux points particu- 
liers Fi, F,-+i sur chaque travée. Désignons toujours par fi le 



mOKient de flexion qui existerait en un point si la travée 
considérée était simplement appuyée de niveau sur ses ex- 
trémités. 

On aura sur chaque travée M = [j^ -|- Ax 4- B. 

Considérons la première travée : soit Mj le moment de 

flexion sur A,-, on aura, puisque v- est nul aux deux appuis 

M, - Ml -{■ B 



yGoosle 



misiSTASCK nr.s solibiîs. 337 

et si \i.i désigne la valeur de y. en F,, comme i^i+i désignera 
la valeur analogue de u. en F, + , 

on peut tirer de là les valeurs de Â cl B et les perler dans M; 
alors en faisant : 

on Irouvera : 

Jl - [,. + Mf ''' ~ "'' -1- '■ ' 7 ''''' {h - a); F""!' la li'^^'Ée ii 
On trouverait de môme dans la seconde Iravée i 

M ■■ +^(«;^, — ï) [ {IV, ■.,,-" -j-i^;)-—; iioiirlatravéc-2i+i 

Perlons ces deux valeurs de M dans l'équation fonda- 
menlale oblenue précédemmenlj savoir : 



i / Mvilx , 1 / M (/., + , -a') , 






Le résultai do ces subsUlulions sera le suivant : 






U,.y^ i,-+l 
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lormule dans laquelle on a pose pour abréger : 



',-+1 



Toutes ces intégrales définies sont calculables quand on 
connidt les charges, les points F;, P(_i_, el la nature des 
travées ; de plus les coef&cienls de M;, s\îi — |j.,-, ^f,-.,. i — [/.,■+, 
ne dépendent pas des charges, celles-ci ne figurent que 
dans H. 

— Pour une poutre homogcnc et de section constante 
en faisant Il'i =GEIHiet après avoir remplacé «,- par^^Wi, 
l'équation générale deviendra : 

Pour calculer H^' dans ce cas particulier on devra déter- 
h 
minor l'intégrale / ^ixdx, et son analogue. 

Supposons d'abord qu'il n'existe qu'une seule charge P 
isolée au point d'abcisse ï, on aura, comme on l'a vu 
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pour X<.9. : |j;=' j—X 

[loiir x>a. : \j.^-j-Qi—x) 



on trouve ainsi : 



f 

J ^ " 



.ï<)j; = -r{i,+ |-.).(llHI-") 



ainsi on a dans le cas particnlipr conaiiii'iu' de plusia/rs 
charges isolées ; 

dans le cas de charges continues, il suffit de remplacer les 
sommes finies par des intégrales et P par tj(fe. Si les coef- 
ficients de charges sont constants sur chaque travée, et si 
on les désigne par vh et par tj;+i, on aura : 
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Théoriimn Si dans la relation fondamentale on fait 

des 
trois moments. h,— iU-\-\^= ?,-_|.i 

on a ft'ui!l(;ur3 

et la relation (3) devient : 






C'est le théorème des trois vïomcnls sur trois appuis con- 
sécutifs. 

Dans le cas d'une poulre homotjèue à section constante 
il devient : 

;, M,_ , + ;,+, M, +, + 2 ('; + '<+ .) M,- = II, ' 

Théorème Pcul-on élablir entre les points F,-, Fj.,., auxquels so 

gênerai des ^gppQptg \g^ relation générale (5) une dépendance telle 

que le terme Mi dii5paraisse de cette équation? Il suffit de 

poser pour cela : 

h h + < 






a<k = 
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en rem[)laçanL 7', par /, — i'; cclio rclalion devient : 

'■ \ I 

l [{L -■<■:)>■, I i t 

VX I —El"''' l t iil- 



c'est une équation da premier degré en - et — 

Deux points ainsi associés se nomment points correspon- 
dants. 
Pour ces points la relation générale devient : 



c'est le théorème général des deux moments. 

On appelle 1° foyer de gauche, le point de la première Emploi au 
travée de gauche dont le moment de flexion peut être tiiéorème pré- 
déterminé; 2" foyer de droite : le point de la travée extrême 
de droite où le moment de flexion peut être déterminé. 

Ces points sont les appuis extrêmes quand il n'y a pas 
d'encastrement, et quand il y a encastrement on a vu 
comment ils sont déterminés. 

I,es foyers détermines, on cherche leurs correspondants 



cèdent. 
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dans les deux sens et le théorème des deux moments fera 
alors connaître, par son emploi dans les deux sens, 2 n 
points où les moments de flexion seront connus. 

La distfibuUon des moments est alors complètement 
connue, comme on l'a vu. 

Pour que la méthode ne soit pas illusoire il faut démon- 
trer que le dernier point correspondant obtenu dans la 
travée extrême de droite ne coïncide pas avec le premier 
foyer de droite. 

Pour les poutres homogènes à section constante la dé- 
monstration est facile, et l'on s'assure alors que si le pre- 
mier poiat de départ est dans le premier tiers de la travée 
extrême, les points correspondants seront tous dans les 
premiers tiers; comme le foyer de gaucho est dans le pre- 
mier tiers de rive de la première travée, et comme le foyer 
de droite est dans le tiers près la rive de la dernière travée, 
la remarque précédente assure le succès de la méthode 
pour le cas des poutres homogèues à section constante. 

Voici d'ailleurs la justification de cette remarque dans 
le cas particulier considéré. 

La relation des points correspondants est : 



^+^ 



= 3H + i: + ,) 



^,+^±^.3,,+ ,, 



fe-+(-^)à 
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par hypothèse 

li 

et par suile 
donc 



2 1,* 



^>3 + ;r^>. 



Le théorème des deux momenis fait connaître la distri- 
bution des moments de flexion, et par suite les efforts tran- 
chants par des différentiations. 

Il résout donc complètement le problème de la poutre 
continue pour le cas des charges fixes, cas auquel nous 
nous tenons. 

Dans le cas des charges variables de position il y a lien 
de se demander quelles sont les combinaisons des positions 
des charges qui amènent sur «ne section de la poutre les 
maxima du moment de flexion ou de l'effort tranchant, mais 
ici je renvoie le lecteur an bel ouvrage de M. Maurice Lévy 
[La statique graphigue appliquée aux constructions). 

Mon seul but, dans ces leçons de mécanique générale, 
était de donner une place trop souvent oubliée à la résis- 
tance des solides naturels et de développer les principes 
de cette théorie sur des exemples nets. 

On voit d'ailleurs que les résultats obtenus par la théorie, 
intéressants pour la pratique, mettent aussi en œuvre des 
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méLliodes géométriques élégantes et qui méritent d'ètte 
connues pour elles-mêmes. 

Pour terminer, j'indiquerai les modes de détermination 
des dimensions des pièces. 

cinieiisioû {<■ Gotisidéfons d'abord une pièce qui est simplement 

^^i^eùr^^' ^S'^'i'^^ ou comprimée, on a déterminé, nous le supposons, 

dètei mination la plus grande et la plus petite tension totale que les forces 

p.atiquH itoîinées et les réactions exerceront sur une section S. 

Si elles sont de même signe, désignons -les par F,„i,s et 

Fmiii ; si elles sont de signes yariables soit F„ia., la plus 

grande en valeur absolue, 4\„i,ï la plus grande des forces 

de signe contraire. Dans le premier cas, la section S doit 

élre calculée par la formule 

Y 

-^ < R ou plus économiquement par 

-~ — R On trouvera ainsi par la formule de Launhardt ; 



maié Cjuand il n'y a que tension ou compression 

et l'on aura : 

(11) fi _ . l'i^i 

De même dans le cas d'elforts de sens alterné, on trou- 
verait pac la formule de Weyrauch i 
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2° Considérons une pièce soumise à la flesion simple sans 
extension ni compression de la libre moyenne. 

Alors, sauf pour de petits on"vrages, la section S. sera 
variable, distinguons d'ailleurs deux cas. 

Premier cas, — Les moments de fliexion ne changent pas de 
sens avec la disposition des charges variables. Soient M,„ai 
et Mm^n les valeurs absoUies extrêmes, on aura en désignant 
par îi l'éloignemcnt de la fibre moyenne de la fibre la plus 
reculée et par I le moment d'inertie de la section 




donc ici : 

On fera /^^^ = lî, R étant la charge de sécurité pratique. 

d'après la formule de Launhardt. 
G'est-à-dirc enfin : 



^H;[<+(^o:a 



Second cas. — Les moments de flexions extrêmes sont de 
signes alternés. 
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Soient M^^, et [!.„,.,« les valeurs absolues extrêmes de M 
M„,a, désignant la plus grande, 





f...-""f'' 




*..,=--p 


d'où encore : 









La formule de Wcyrauch donne alors pour la détermi- 
nation du rapport -; 

c^i -^=^; ['-('-;;)£;] 

3° Considérons une pièce qui travaille à la tension et à 
la flexion. 

On commence par déterminer les moments de flexion 
comme si la pièce était de section constante, puis on 
néglige la compression de la fibre moyenne et on déter- 
mine par la méthode précédente le rapport -; d'ordinaire 
la valeur de u est pratiquement limitée, ou est encore 
maître, pour faire varier U, de la dimension transverse; on 

vérifie si -est suffisamment orand. 

u ^ 

Puis si on veut une seconde approximation on opérera 
ainsi : 

Soient te et tt' les éloignements à la Hbre moyenne des 
fibres extrêmes. 
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Sous l'influence de la flexion seule ces fibres éprouvent 
des tensions élastiques de signes contraires de valeurs : 



I 



Si ti désigne la distance de la fibre dont la tension de 
flexion s'ajoute à la tension de la fibre moyenne, on aura : 
sur ces libres : 

/ -" [ -t- s 

[l—l S 

Supposons u =z ti' 

Connaissant à une première approximation les valeurs 
variables - et S, on a pu déterminer M et N et par suite f. 

Si (1™ hypothèse) les deux valeurs (15) sont de même 
signe, on se servira encore de la formule de Launhardt; 
si (2" hypothèse), elles sont de signes contraires, on se 
servira de la formule de Weyrauch. 

Soient M^ et N„ les valeurs de M el N qui répondent à 
/max., on fera 

/■ niLix, <R 

ou pour le plus d'économie possible : [„„-. = 1'» c'usl-à-dirc : 



+ ir=« 



c'est-à-dire enfin : 



(10) 
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de la première approximation el on calculera ainsi une 
nouvelle valeur de - 
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Les questions de indcanique. 2)hijsique, qui ont fait l'objet 
de la deuxième et de la troisième partie de ces leçons, 
sont subordonnées, d'une part, à deux hypothèses physi- 
ques très générales : le principe de l'inertie et l'existence 
d'une fonction des forces moléculaires et, d'autre part, à 
certaines autres hypothèses physiques plus spéciales. 

Nous avons vu que l'École nouvelle ne veut admettre 
aucune des deux premières hypothèses dans la mécanique 
rationnelle proprement dite. 

Il n'est pas superflu d'insister encore sur les raisons de 
celte exclusion. 

Les lois générales du mouvement sont résumées dans le 
principe de la moindre contrainte dû à Gauss; or nous 
savons que ce principe a une signification indépendante 
des repères géométriques du mouvement, et dans une cer- 
taine mesure, de l'horloge, tandis qu'au contraire le prin- 
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cipe de l'inertie est subordonné à un syslcmc absolu de 
repères comme à une horloge absolue. 

D'autre part, les équations différentielles du mouvement 
ne peuvent être intégrées que si l'on se donne ce que nous 
avons appelé le cours naturel des choses. 

Ce cours nahtrel, en astronomie, s'est montré conforme 
au principe de l'inertie; il n'est pas permis, au point de 
vue physique, d'affirmer rien de plus. 

Certes on peut passer outre, mais cela est absolument 
indifférent à la mécanique rationnelle- 
Ces commentaires suscitent une question sur laquelle il 
me reste à dire quelques mots. 

Quel rtile peut-on attendre de la mécanique rationnelle 
dans les théories des phénomènes physiques? 

A mon. avis, les notions de la mécanique rationnelle sont, 
pour le physicien, «ne espèce de monnaie que l'esprit 
humain a adoptée pour apprécier les échanges entre cer- 
taines catégories d'activités naturelles; mais, de même que 
l'économiste se garde bien do confondre la monnaie avec 
la richesse, de même le physicien se défendra de voir dans 
une mécanique rationnelle trop étroite le code immuable 
et suffisant des lois physiques. 

Plus la mécanique rationnelle sera large, j'allais dire 

tolérante, plus elle pourra prétendre à éclairer utilement 

les pliénomèues physiques par des notions mathématiques 

simples et efficaces. 

Dirai-je toute ma pensée, et après avoir montré l'inutilité 
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(lu principe de FinerLie pour la mccaiiif|OC rationnelle, 
oserai-je affirmer que ce principe ne paraît pas se prêter à 
la variété des phénomènes physiques? 

En effet, l'un des caractères de ce principe est d'exiger, 
pour la philosophie naturelle, un système unique de coor- 
données; ce déterminisme unitaire tout hypothétique plaît 
à beaucoup d'esprits, mais ne paraît pas toujours conforme 
ans faits. 

Un exemple éclaircira ma pensée ; la théorie dos phéno- 
mènes électriques emprunte, comme on sait, beaucoup 
d'images à la mécanique, et un pur mathématicien prenant 
ces images pour dos réalités immédiates, pourrait, s'il 
appartient à l'école classique de la mécanique rationnelle, 
raisonner comme il suit : 

« Considérons, dirait-il, un courant électrique dans un 
« conducteur, c'est le mouvement d'un fluide; que la masse 
« de ce fluide soit soustraite à la pesanteur, la chose est 
« concevable, mais que cette masse ne puisse manifester 
son Inertie d'aucune manière, c'est ce que je n'admets 
w point, et je vais imaginer des expériences où le conduc- 
« teur sera animé d'un mouvement rapide ; le fluide clrcu- 
« lant dans le conducteur lui-même, le mouvement sera 
« bien obligé de manifester son inertie de quelque manière. » 
Il parait que des expériences ont été essayées par Hertz 
dans cet ordre d'idées et qu'elles ont été négatives. 

Ainsi, les phénomènes électriques comparés entre eux, 
gardent bien l'allure mécanique, mais entre leur méca- 
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nisme particulier et le mécanisme des corps qui nous soiiL 
palpables, nul lien n'a été saisi jusqu'à présent. 

Par exemple encore, nous ignorons absolument le méca- 
nisme intermédiaire qui, du frottement de certains corp?, 
fait do ceux-ci des corps électrisés, nous ignorons d'ailleurs 
ce qu'est le frottement. 

Est-ce à dire qu'une philosophie naturelle, ayant la 
mécanique comine idée directricej soit détinilivement 
condamnée? Nullement! et pour ma part, je ne crois pas 
plus à la déroute de l'atomisme qu'à sa réahté essentielle. 
Il est plus juste d'avouer que si le déterminisme méca- 
nique unitaire plaît à notre esprit, l'expérience ne nous 
révèle (jusqu'à présenl) que des déterminismes isolés non 
reliés encore entre eux. 

Pour donner à ma pensée une forme abstraite mais 
précise, je dirai : soit S un système (coordonnées et 
horloge) où des phcncmènes de mouvements rapportés à S 
soient étudiés, et supposons ceux-ci soumis au déterminisme 
mécanique défini dans ces leçons. 

Soit S' un autre système {coordonnées et horlojj;e) dans 
lequel des phénomènes de mouvement rapportés à S' soient 
soumis à un déterminisme anaiot^ue. 

Ce que l'expérience (négative) semble autoriser parfois 
à admettre, c'est que les déterminismes isolés dans S et 
dans S' no sont pas modifiés par le mouvement relatif de 
S' par rapport à S : en d'autres termes les systèmes S et 
S' sont isolés. Les philosophes purs regretteront peut-être 
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qu'il en soil ainsi ; avouons pourtant que s'il en était 
autrement, la marche progressive des sciences eût été im- 



Malgré tout, par un invincible besoin d'unité, l'esprit 
humain ne peut se résoudre à morceler l'univers en caté- 
gories séparées comme les vitrines d'un musée. 

Physique, Chimie, Biologie, voilà nos grandes vitrines 
eonvenlionnelies, et sans la division du travail qui leur 
correspond, sans des spécialisations nécessaires, aucune de 
ces sciences n'eût prospéré. 

Mais il n'est pas téméraire d'affirmer que, dans un avenir 
pltis ou moins éloigné, les découvertes décisives se feront 
sur les frontières plus ou moins factices de ces diverses 
sciences. 

Quant aux notions de la mécanique ralionnelie, qui d'ail- 
leurs affirment si peu, elles semblent destinées à servir 
longtemps encore d'image et de monnaie aux physiciens. 

En tous cas, la mécanique rationnelle survivrait au prin- 
cipe de l'inertie si celui-ci venait à être abandonné à son 
tour par la Physique. 
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NOTES 



^'OTE I 



Sur la méthode de M. MOHIN, relative à la composition 
des forces concourantes. 



Oii sait que la composition des forces concouraiiL(?s se 
ramène à la composition des forces égales. Deux forces F 
égales, faisant entre elles l'angle 2 x ont nne résullanle 
égale à 2 F (p [x). Il s'agit de déterminer ^ {x). 

Nous avons indiqué (page 64) pour la détermination de 
la fonction ^ la mélliode de Poisson fondée sur la considé- 
ration de l'équation fonctionnelle ; 

9 (.ï + ï/) + ? {■« - y) - 5 ^ (.T) ^ {y} 

M. Morin altéuue ce détour et. parvient élégamment à 
la détevmiuation de la fonction ç de la manière suivante : 

Soient A et B deux forces égales faisant l'angle 2 x; 
faisons tourner le système des deux forces d'un angle 2 y 
autour de la bissectrice de l'angle extérieur des deux forces 
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A el B; par coite rotalion les deux forces viennent occupor 
ies positions A' et B'; désignons par 2 z les deux angles 

/\ /\ 

égaux (B,A') el (A,B') et exprimons que les compositions 

des quatre forces envisagées dans les deux modes de grou- 
pement : 

1° (A,B} et (A',B'). 

2° (B, A') cl {A, B'). 

conduisent au même résultai. 
Nous aurons immédialemcnl rcquation : 

0) ? Cï) ? (y) = ? (0 

les variables x, y, z sont d'ailleurs les trois côtés d'un 
triangle sphérique rectangle dont s est l'hypoténuse, on a 
donc : 

(2) cos X wiy — cos s 

Nous devrons alors exprimer que les équations (1) et (2) 
sont équivalentes. 

Or L désignant un logarithme népérien et â (u) une 
fonction inconnue do ti posons : 

L '^ {x) = \ ([, tos X) 

l'équivalence des équations (1) et (2) espriiiie que les rela- 
tions 

(3) \ [a] + H'') - >- (^) 

(4) a -\- b =. c 

sont équivalentes, 
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Or d'après une propriélé bien connue des grandeurs pro- 
poiLioiinelles, eeUe dernière équivalence exprime que Ton a 



Il désign;v!it une eoustauLe; en renionfant à o ou trouve : 

o {x) = (cos x)" 

la fonction a doit d'ailleurs satisfaire à l'équation de Poisson, 
en sorte que l'on devrait avoir 

[cos (x + y)]" + [f,os (x — y)]" = 2 [cos a?]" [cos î/]" 

d'ailleurs on sait que : 

cos {x-\-y) -\- cos {x — y) = 2 cos a? cos y 

or ces deux formules, on &'en assure bien aisément, ne 
peuvent coexister que si 11 = 1, auquel cas elles se con- 
fondent. 

Remarque. — L'un des caractères intéressants de cette 
démoustralion, est son indépendance à l'égard du postula- 
tnm d'Euclide au môme litre que la trigonométrie splié- 
rique et la théorie analytique des fonctions circulaires. 

La seconde démonstration donnée dans cet ouvrage a 
d'ailleurs le même caractère. La composition des forces 
concourantes est donc en réalité indépendante du postula- 
tnm d'Euclide. 

Dans la note suiva,nteje généraliserai celte remarque et 
je ferai voir que le théorème d'Euler sur les rotations iinies 
permet de fonder une théorie de l'équivalence des vecteurs 
qui est la clef des propriétés métriques dans les trois 
géométriea d'Euclide, de LobatcUewsky et de Riemann. 
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La Statique et les Géométries de Lobatchewsky, d'Euclide 
et de Rieraami. 



T. — Le l'oatidnl.nm d'Euclide. 

Parmi ks postulats o« faits fond amen laux qui servent de 
base à la géométrie le postulalum d'Euclide mérite, pour 
des motifs historiques, une place tout à fait à part. 

Euclide, en l'énonçaot, paraissait croire que, plus heu- 
reux que lui, les géomètres qui viendraient après lui par- 
viendraient un jour ou l'autre à le rattacher aux principes 
déjà admis en géométrie, à savoir : la définition et les 
propriétés essentielles de la ligne droite envisagée comme 
axe de rotation, l'existence du plan et de ses deux modes 
de recouvrement, la distribution de l'espace par rapport à 
un plan et la distribution du plan en deux régions par rap- 
port à une droite de ce plan. 

D'une manière générale on peut dire que toute la por- 
tion de la géométrie qui est indifférente au postulatum 
d'Eaclide se rattache à l'étude des déplacements d'un corps 
rigide qui pivote soit autour d'un axe fixe, soit autour d'un 
point fixe. 

La composition des rotations finies successives et la tri- 
gonométrie spliérique qui en est l'expression constituent en 



y Google 



NOTr.s. 3fil 

effet un domaine géométrique indépendant du postiilalum 
d'Eiiclide. 

Et aussi la géométrie de la sphère, quand on se can- 
tonne sur une seule et même sphère est indépendante du 
postulatum. 

Mais pour constater cette indépendance de la com- 
position des "vitesses de rotation à l'égard de la théorie 
des parallèles il sera commode de côtoyer cette théorie en 
se plaçant d'abord au point de vue de Lobatchewâky. 

Rappelons d'abord sommairement quel est ce point de 
■vue, et comment il s'est présenté. 

Après avoir vu échouer tous les efforts tentés pour rame- 
ner le postulatum d'Euclide aux autres postulats de la 
géométrie il était naturel d'essayer de fonder une géomé- 
trie affranchie de l'hypothèse d'Euclide. 

Telle fut l'œuvre de Lobatchewsky, encouragée par 
Gauss; telle fut aussi l'œuvre de Bolyaï. 

Il est facile d'en exposer le point de départ et d'en 
donner un résumé en quelques mots : 

Considérons dans un plan une droite indéfinie XY el un 
point situé hors de ce plan. 

Soit OA la perpendiculaire abaissée du point A sur la 
droite et imaginons un mobile M qui, partant de A, mar- 
cherait sans cesse sur le côté AY dans le sens indiqué. 
Joignons la position variable du point M au point 0, nous 
formons un angle MOA = u. 

Les angles scmt des quantités numériquement représeu- 
lables et homogènes; nous pouvons donc appliquer à la 
quantité ii toute notion propre au domaine du nombre, 
l'une de ces notions est la suivante, qui est bien souvent 
utilisée en analyse : 
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c( Toute qiui.nlilé variable qui va sans cesse en croissant. 
lout en restant moindre qu'une quanlité llxc doimcc, 
a nécessairement une limite. » 

Or, si par le point nous menons une droite X' Y' per- 
pendiculaire à OA, la droite OM est nécessairement située 




dans l'angle AOY', car on sait que les droites X' Y' et 
XY toutes deux perpendiculaires dislincles à une même 
droite OA. ne peuvent se rencontrer. 

L'angle u est donc moindre que l'angle droit, d'ailleurs 
il croît sans cesse, il a donc une limite qui sera un migle au 
plus égal à un angle droit; soit OL la droite qui du côlé 
considéré de OA fait «n angle égal à la limite de u. 
La droite jouira alors des propriétés suivantes : 
Toute demi-droite tracée dans l'angle AOL coupe la 
demi-droite AY, 

Toute demi-droite tracée dans l'angle Y"OL ne rencontre 
pas la droite XY. 

La droite OL et sa symétrique OL' par rapport à OÂ 
sont nommées par Lobatchewsky les deux parallèles que 
du point on peut mener à XY. 

Lorsque la limite de l'angle u est égal à l'angle droit les 
deux droites OL, OL' se confondent avec la droite X'Y'; 
telle est l'hypothèse d'Euclide; ainsi admettre avec Euclido 
que d'un point on ne peut mener qu'une parallèle à une 



y Google 



NOTiîs. 363 

droiLc!, c'est affirmer que la limite de l'angle u est égale 
à l'aDgie droit. 

Si on se place au point de -vue plus général de 
Lobalclicwsky on peut considérer la limite de l'angle u 
comme une fonction de la dislance OA. 

Soient donc x celte distance et lu la limilc de », on doit 
avoir, n(a?) désignant mie fonction, inconnue de x : 

les autres principes de la géométrie s'opposent à ce que 
celle fonction ïi[s)) puisse être arbitrairement choisie. 

La forme de celte fonction a été délermiuée par 
Lobatcliewsliy, et si on appelle c la base des logarithmes 
népériens qui, on le sait, est définie par la limite vers 
laquelle tend la somme 

iorstpic n grandit indchniment, on a 

l.aiig*rUj;):-/ 

dans celle formule k désigne utio certaine longueur cous- 
lanlc que j'appellerai le mètre de Lobalchewskj et tang y 
désigne «ne fonction de y qui, dans la géométrie d'Euclide, 
serait déiinie par la théorie des projections an moyen des 
formules de la trigonométrie plane, mais dont il est indis- 
pensable ici de ne considérer que la délînition analytique. 

Voici celle définition ; 

y désignant un nombre variable, les fonctions sin y, 
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cos y, taiig y sont définies par les séries convergentes 
suivantes 

sin?/=S-|;273+1.2,3.15~rî3,lZG"''"'''~'*"îT5:i~2iI+l)+'-- 
co^,v-l--^;2 + ^2l■.I + *^ ^^ i.2,3..i.5... (2/0 +-' 

or on pcnt démontrer : 
1" Que ces fonctions jouissent àçs propriclés suivantes 

siii (y + '() ^ siii y cos Jt -|- slu ft cos )/ 

cos {>j -\- h) = cos y cos fi — siii /( sin y 
sio'!/ + CO^'lj ^ I 

2° La fonction cos y s'annule pour une première valeur 
positive que nous appellerons |, le nombre « ainsi défini 
peut être calculé par approximations successives et l'on a 

siii Q — yj — <:osï 

cosfj — i;J = siii^ 

siii (n + i/) — — sin»; 
cos(7t + y) — — tûsy 

ces deux dernières équations sont des conséquences des 
formules d'addition d'où découle la périodicité des fonctions 
considérées. 
On a en effet 

lang (:t -f (/) == timg !/ 
sin (2 7[ -j- 3/) — sin y 
cos (2 7c + !/) — cos 1/ 
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ces propriétés si imporLantes, masquées dans la définition 
primitive par séries, sont intimement liées aux formules 
d'addition et à la définition de ic 

cos L-j i =^ ! g étant d'ailleure la plus petite racine en valeur 
' absolue <le l'équation : cos x = o. 

Nous supposerons que l'unilé d'angle soit définie par la 
condition que t' angle droit soit mesuré par !e nombre ^ 

Le nombre tt mesure alors dans co système d'anilés 
une demi-révolulion et le nombre 2 it mesure une révolu- 
tion complète. 

C'est dans ce système d'unités qu'il faut concevoir ex- 
primé l'angle Y[{x) qni a reçu le nom d'angle de paral- 
lélisme, 

A la détermination de la fonction [l{x) indiquée plus 
hautj Lobatchewsky a rattaché la trigonométrie plane 
non euclidienne et la trigonométrie sphérîqne qui, fait bien 
diijne de remarque, coïncide avec la trigonométrie sphé- 
rique euclidienne. 

Voici de ce fait, déjà signalé plus haut, une raison 
simple et générale : !a formule 



montre que lorsque x tend vers zéro l'angle de parallé- 
lisme n(a:) tond vers |, c'est-à-dire un angle droit; ainsi 
dans la géométrie de Lobatchewsky si IV{x) n'est pas 
conslant et égal à un droit comme dans la géométrie 
d'Kuclide, du moins n(^) diffère, pour 'x petit, très peu d'un 
angle droit. 
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En d'aulres termes, pour des ligures tracées à rintérieur 
d'une sphère de petit rayon e, les relations trigo no métri- 
ques seront sensiblement les mêmes dans les deux géomé- 
tries, ou encore, si on considère s comme une variable 
infiniment peUle, l'assimilation des deux trlgonométries 
dans le domaine considéré n'entraîne que des erreurs de 
l'ordre de e^ 

Or je dis que pour les figures tracées sur une môme 
sphère les erreurs considérées, qui sont du second ordre 
au plus, seront rigoureusement nulles. 

En effet, les éléments des triangles sphériques sont en 
réalité des éléments de trièdres (faces ou dièdres), mais 
dans la définition de ces derniers la grandeur du rayon s 
n'intervient, pas. Donc les erreurs supposées sont rigoureu- 
sement nulles. 

Je ne retiendrai de l'œuvre de Lobatchewsky que celle 
seule remarque, car je me propose de donner aux géomé- 
trics non euclidiennes une base nouvelle et plus simple 
dans la statique, c'est-à-dire dans la théorie de l'équivalence 
des systèmes de vecteurs. 

Sans doute, la composition et la réduction des forces 
dans un espace, ne seront pas, dans tous leurs détails, 
identiques dans les deux géomélries. 

Mais, contrairement à ce qu'on pouvait croire au premier 
abord, il y a une statique qui dans ses traits essentiels 
est commune aiix deux géomélries ; un exemple peut 
nous le faire de suite pressentir. La composition des 
forces concourantes s'interprète commodément dans l'es- 
pace euclidien par la règle dite du parallélogramme des. 
forces. 
Mais il faut, bien se garder de conclure de là que la com- 
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position des forces concourantes soil dans la dépendance 
du poslulatum d'Euclide. 

Si l'on considéra, piir exemple, deux forces concourantes 
F et F', elles admettront, comme nous le verrons, une 
résultante R, située dans leur angle et déternvinée dans 
les deux géométries par la relation suivante : 



sm([\,F') sm(H,F) sln ;i<', K') 

/\ /\ /\ 

OÙ RP', RjP FP' désignant les ',i angles des 3 forces 

considérées deux à deux. 

Nous représentons les forces par des vecteurs comme il 
est commode de le faire dans tout dessin, mais il faudra 
nous interdire, du moins, de faire jouer aucun rôle aux 
extrémités des vecteurs représentatifs. Nous parlerons donc 
des composâmes d'une force, mais jamais plus des projec- 
iio}ts d'une force. 

Cetle précaution prise, nous reconnaîtrons aisément que 
la statique domine les deux géométries et qu'elle fournit le 
moyen le plus simple pour établir ies formules des trigo- 
nomélries non euclidiennes. 

Quant à ce fait que la trigonométrie sphériquc est com- 
mune aux deux géométries, il correspond à ce fait statique 
que la loi de composition des forces concourantes est com-, 
mune aux deux géométries. 

Nous verrons aussi que le rôle da théorème du travail 
virtuel est encore le même dans les deux géométries. 
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IL — La statique générale. 

Composition des forces conoouravitea. 
Systèmes de forces équivalentes. 



Résultante de plusieurs forces appliquées 
ek un même point. 

Il faut entendre par force un vecteur ayant un point 
d'application ou une origine donnée, une droite d'action 
donnée, un sens déterminé sur cette ligne d'action, et une 
intensité déterminée; on représente habituellement une 
force par un segment. 

Ceci posé, la considération de plusieurs forces simultanées 
conduit d'abord à la question suivante : 

Exisle-t-il à l'égard des forces qui ont même point d'ap- 
plication une opération que je désignerai provisoirement 
par le symbole -f t jouissant des propriétés suivantes : 

Soient A, B, G, D... plusieurs forces. 

1° L'opération A -j- lî 

est bien déterminée; 

c'est-à-dire qu'elle de'finit sans aucune ambigiiité une force 



ce qu'on exprimera par l'égalité 

A 4- D ^ A, 
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Si les forces A, B, G, D sont envisagées dans l'ordre 
énoncé, on répétera plusieurs fois l'opcralion précédente et 
si l'on pose : 

A H- B ^ A, 

A, + r:=^ A. 

A.-{-I)=^A. 
on conviendra d'écrire ahn'vialivemml '. 
A -i- Jî 4- C + D :--: A.i 

As s'appellera la résultante des forces A, B, C, 1). 

Cette expression ne cessera d'être purement verbale que 
si l'on impose des propriétés nouvelles à l'opération 
considérée. 

2" On veut que l'opération considérée soit coimnutative, 
c'est-à-dire que l'on aura 

A + rs = B + A 

'il" On "veut que l'opération soit associative, c'esl-à-dire que 
A + (B -i- C) =-- A .-|- B 4: G 

4° On veut que pour deux forces qui ayant déjà même 
point d'application et ont en outre même ligne d'action, 
l'opération + se réduise à l'addition algébrique des segments 
d'une même droite. 

5° Si deux forces se détruisent, c'est qu'elles sont égales 
et contraires sur la même ligne d'action. 

C° Déplus, l'opération de composition doit être contlnae, 
c'est-à-dire que si £ désigne une force variable ayant môme 



y Google 



370 NOTES. 

pohiL d'application que la force donnée A, la l'orco A. + s 
aura pour limite en intensité et direction la force A lorsque 
l'intensité de £ tend vers zéro. 

On va Yoir que ces conditions vont déterminer complè- 
tement l'opération considérée. 

7° Enfin la composition doit être invariante, c'est-à-dire 
indépendante de la position du système des composantes 
par rapport à l'espace environnant. 



— Les deux premières conditions montrent aisément que 
si les vecteurs composants deviennent multipliés par un 
même nombre entier m, le vecteur résultant sera multiplié 
par ce même nombre entier m. 

De là résulte que si une force R- est la résultante de 
deux autres forces perpendiculaires entre 
elles X et Y et si a et p = | — a sont les 
■^ angles de R avec X et Y on peut poser 

La septième propriété do la composition montre que la 
fonction (a) est une fonction impaire de % et g (a) une fonc- 
tion impaire et que 



9H = ^Q-..) 



En décomposant la force R en deux autres rectangulaires 
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reproduisant le système primitif qui aurait tourné d'un 
angle 0, on est conduit aux relations fonctionnelles 

on a, d'ailleurs 

Pour achever la détermination des fonctions g et k, 
nous aurons recours à la considération de deux forces égales 
formant un angle 2x variable. 

Considérons une force 1 ayant pour composantes sur 
deux axes rectangulaires t/ {«■) et h (a). 

Puis considérons une force 1, symétrique de la première 
par rapport k la bissectrice de l'angle des deux axes. 

Pais considérons les systèmes -des deux forces d'inlevi- 
site 1 qui viennent d'être déiinis séparément; si la résul- 
tante de deux forces égales F faisant entre elles l'angle 2x 
est. désigné, par 2P(f (a;}le système des deux forces consi- 
dérées aura pour résultante une force dont l'intensité 
sera : 

2 [a (..] + M.)] , @ 

mais en groupant les forces autrement, on trouve que cette 
résultante est aussi 

d'où cette nouvelle relation 
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Nous en tirerons los fonctions g ot /t quand nous con- 
naîtrons la Touclion 9 qui comcidc avec g. 
Or, en composant dans deux ordres différents le système 
i- de 4 forces d'intensité, 1 dont deux font 

/ y' entre elles l'angle 2a^, ot les deux autres, 

fy^ admettant la même bissectrice que la pre- 

iglA_^. — ___ mière, font entre elles l'angle 2 x -\- k y , an 
'x/"~"~~~~--.5 obtient immédiatement l'équation fonelion- 
'\. nelle : 

que l'on ramène par un changement de variable à la forme 

Ou a d'ailleurs 

La relation (2), vérifiée par la fonction cos ^ jointe aux 
conditions terminales, montre que, si l'on sirppose ç(«)>0, 
on aura 

pour toutes les valeurs de .t commensurablcs do la forme 
-i>Tr " Ov " ciitipi's) 

La continuité de i^ [x) étend alors la relation 

o {3;) — eus X 

à toutes les yaleurs de x. 
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La relation (!) donne alors : 

;, (v.) + h (.) ^ to, r H- m .. 

Doue, d'après ime remarque faite sur la parité des fone- 
lions y el A 

g (3) = cos « 



Les formules que nous obtenons iiînsi 

X = R cos ï, 
Y = It sin a 



montrent que !a composition des forces qui devait jouir des 
propriétés déiinies plus liaut est effeclivement réalisable et 
d'une, seule manière, du moins dans le plan. 
Nous allons maintenant aller plus loin : 

— Équivalence de deux systèmes de forées. 

Nous regardons comme en éqidlibre ou équivalent à zéro, 
tout système de forces formé de paires de forces ayant 
même intensité, même ligne d'aciion, et des sens contraires, 
quels que soient sur leur commune ligne d'action leurs 
points d'application. 

Deux systèmes de forces S et S' sont équivalents s'il est 
possible par l'inlroducfion ou la suppression de plusieurs 
paires de forces équivalentes à zéro et par des décomposi- 
tions et recompositions de forces concourantes de passer 
du système S au système S'. 

A la défniition précédente équivaut évidemment la sui- 
vante : 
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Deux .systèmes S et S' sont é>iiiiTa!ents si par dos 
adjoncliona de groupes de forces en équilibre sur un même 
point (constant pour cliaque gronpe) et par des suppres- 
sions de groupes du même genre, le système devient 
équivalent à zéro. 

De celle définition il résulte d'ailleurs que deux systèmes 
équivalents à un troisième sont équivalents entre eux. 

— Elude des forces concourantes non situées dans un 
même plan. 

Si la composition des forces concourantes est possible, 
la décomposition d'une force donnée eo trois dirigées sui- 
vant les arêtes d'un trièdre donné n'est possible que d'une 
seule manière. 

Si, en particulier, on considère un Irièdre trireclangle, 

on exprimera les composantes d'une force R dont la direc- 

z tien issue de a pour coordonnées sphé- 

V-/ riques l'angle de R avec l'axe OZ et l'angle 

y^\ azimutal ^ se rapportant au plan ZOX pris 

X ^^ pour origine des azimuts; les composantes 

de la force R seront 



Y — U siii siii o 
Z - R cos 6 

En envisageant deux trièdres trirectangles ayant un axe 
ox' , ox commun et appliquant les compositions planes 
dans le plan zoy, z'oy' commun, on trouvera sans difticuUé 
les relations fondamentales de la trigonométrie sphérique. 
De plus, on verra ainsi que les composantes X, Y, Z peu- 
vent encore s'exprimer ainsi ; 
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X-Rcos(R,[r;) 
Z = U cos (R,z) 



— Elude des forces perpendiculaires à une même 
par la notion des systèmes équivalents. 

Voici une marche imitée de celle que nous avons 
pour les forces coneoorantes d'un plan. 

Noua envisagerons d'abord l'ensemble de deux 
égales, F perpendiculaires à une 
même droite D, de même sens, et 
appliquées en deux poinls M et M' ^^ 
de D distants de 2^. ^^-""^^ 

On voit sans peine que les deux I 

forces doivent avoir une résultante ^ 

perpendiculaire à la même droite, et 
passant par le milieu de MM', désignons celte rési 
par : 

2 P \' (p) 



ajoutons en M et M' deus forces égales et contraires F, 
ayant MM' pour ligne d'action; les forces appliquées 
en M, 

l'ji fit Fm 



auront une résultante R faisant avec P un angle ; 
aura puisque P et P sont rectangulaires 



et l'on 



les deux forces R appliquées en M et W auront pour résul- 
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tante 2 R cos p, p étant l'angle sous lequel R coupe la per- 
pendiculaire XY menée au milieu de MM' 
On aura donc 

en faisant varier « on peut faire reculer le point I à l'in- 
fîni sur XY'. Or en considérant deux paires de forces per- 
pendiculaires à MM' dont chacune est formée de deux 
forces symétriques par rapport à XY on trouve aisément 
que la fonction f satisfait à l'équation déjà rencontrée 

W {X + y) -f V{X-7J) = ^ W {x) W (i/) 

et l'on a encore 

M-- (0) = 1 

et d'ailleurs 

w {y I > 

Dans la géométrie do Lobatehcwsky on dôdait de {i) 

on aura donc ici 

ir {,r) > 1 

On pourrait aussi envisager l'hypothèse 

H- (.:) < 1 

on en déduirait : 

if(x)^cos-j:j; 

1. Ceci ne s'applique qu'à la géométrie de Lobalclieswkj. 
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On tomberait alors suc la géométrie de Riemann où les 
droites d'uu plan sont analogues aux grands cercles d'une 
sphère. 

Cette géométrie a eu commun avec les géométries 
d'Euclide et de Lobatcbcwsky la définition de la droite : 
comme ensemble des points d'un solide invariable qui 
demeurent immobiles lorsque deux points du corps sont fixes. 

Ce résultat est conforme à celui obtenu par Lobatchewsky 
car la formule (4) donne r,. — Çi [J = ^, puis elle donne p = 

pour Sin a = 'J;(P). 

On sait d'ailleurs que dans la géométrie de Lobalcliewsiîy 
lorsque I s'éloigne indéfinimenl, p tend vers zéro quand 
a. tend vers n(p) ; or, nous avons dit plus haut <[ue 
Lobatcbcwsky avait trouvé 

la formule [k] donnerait alors 

~ sin n (p) 

■ll(\-^ 11» 



W)^ ^ 



MU lUp)- 



1 + tf Zy lî(î') 



ce qui est conforme au résultat do l'équation de Poisson. 

Ainsi, quand on admet l'existence logique de groupes de 

vecteurs équivalents, on retombe sur les formules de 
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travail virtuel. 



Lobatchewsky ou sur celles de Riemann suivant que 
^ (p) <1 ou fjue T (p) >1. D'autre part, l'existence de tels 
groupes est assurée; car on sait que les vitesses de rotations 
possibles sont, des vecteurs pour lesquels if existe des 
modes d'équivalence ou que la composition de ces vecteurs 
est indépendante des poslulatums d'Euclide. 

[.orsqu'un corps rigide reçoit un certain déplacement 
infiniment pelil (lequel peut toujours résulter de rotations 
infiniment petites), on appelle travail virtuel d'une force F 
le produit 

I'5^cos(f,s.î) 

Ss étant le déplacenienl du point d'application de la force. 

Avant d'étudier les propriétés de cette expression ache- 
vons l'élude de la composition des forces perpendiculaires 
à une même droite et agissant d'un même côté de cette 
droite. 

Les résultats déjà obtenus nous montrent que si sur les 
éléments d'une droite 2 a agissent perpendiculairement 
des forces proportionnelles aux longueurs des éléments !a 
résultante passera par le milieu de la droite et sera pro- 
portionnelle à 



Shj 



f 
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de là on conclut que la résultante R de deux forces P el Q 
perpendiculaires de môme sens sur une même droite MM' en 
ses extrémités partage le segment MM' en deux parties x 
et y telles que l'on aura 






,, (l+l) 



et par conscqucut aussi : 

puisque sh [a -|- Ij) — sh a eh h -j- sh b ch a. 

Remarque. — Si un déplacement ds est la résultante de 
plusieurs déplacements ds, ds^ émanant de M, et envisagés 
isolément, le travail virtuel d'une force P relatif au 
déplacement ds est la somme des travaux virtuels relatifs 
aux déplacements dsy, ds^ 

Or, la géométrie de Lobatehewsky se confondant avec 
la géométrie d'Euclide dans un domaine infiniment petit, 
comme on i!a expliqué plus haut, les vitesses virtuelles 
autour d'un point se composeront comme dans la cinéma- 
tique usuelle. Il résulte aussi de la composition des forces 
concourantes que le travail de la résultante de plusieurs 
forces relatif à un déplacement donné est la somme des 
travaux des composantes relatifs au même déplacement. 

Quand un corps rigide reçoit un déplacement infiniment 
petit, la somme des travaux virtuels d'une paire de forces 
équivalente à zéro l'est aussi. 
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En clTct, on peut réaliser ie déplacement du solide en 
déplaçant une droite du corps (sans spécification des points 
de cette droite), puis en donnant au corps une rotation et 
un glissement le long de cette droite. 

Considérons donc une paire de forces égales et contraires 
appliquées suivant une droite aux pointa A et B de cette 
droite. 

Y\ Soient A'B' la nouvelle position de AB, 

1 I IJ la plus courte distance de AB et de 

A'B' '. 

On peut amener la droite IX à la position 
infiniment voisine JY en donnant au corps 
1° une translation non euclidienne d'axe 
IJ, puis 2° une rotation autour de IJ. 

Aucun des deux déplacements correspon- 
dants de A et de B ne donne de travail dn 
l"' ordre aux forces F^, et Fb qui sont nor- 
males aux trajectoires des points A et B 
dans les deux déplacements correspon- 
dants. 

Les forces Fa et Fu ne travailleront chacune que dans le 
glissement axial de la droite JY, mais la somme de leurs 
travaux ici sera nulle; la remarque faite plus haut achève 
la démonstration. 



La condition nécessaire et suflisante pour que plusieurs 
forces se fassent équilibre sur un corps rigide est que 



1. IJ est la perpendiculaire commune de AB el A'B'; dons la géo- 
môtrio de Biemanu co serait la plm grande distance des droites AB 
et A'B'. Le texte et la figure se rapportent à la géométrie de Lobat- 
chewaky. 
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pour tout déplacement infiniment petit du solide, la somme 
des travaux virtuels des forces données soit égale à zéro. 
1° La condition est nécessaire d'après le théorème pré- 
cédent. 

2" Pour démontrer quela condiUon est suffisante, je vais 
appliquer, avec les variantes convenables, la méthode de 
réduction de Poinsot, à la statique non euclidienne. 

Je prendrai pour point de départ la composition et la décom- 
position des forces perpendiculaires à une même droite. 

Toute force F perpendiculaire à AB peut être décomposée 
en deux F' et F" de même espèce appliqués en des points 
donnés, et si x et y sont les distances de ces points au 
point c, on a comme on l'a vu, en désignant toujours 
par k le mètre de Lobatchcwsky ' 

ir _ F" F 



sh, T 



sh.- 



tÉ 



x<o correspond au cas où les deux points A et B sont 
d'un même côté de C. 

Voici encore une remarque qui nous sera utile. 

Deux forces P et Q perpendiculaires * 

à ÂB et de sens contraire peuvent ton- \ 

jour,s se remplacer par une force passant -r] j 

par le milieu de la distance de leurs 
points d'application et par un couple de 
centre 0; en effet, appliquons en 
deux forces R et — R perpendiculaires 
àAB. ^ 

i. Daua la géomôlrie de Eiemiinn le mâoiG raisonnement serait 
valable, sauf à remplacer la l'oncUon sh ^ par la fonction sin ^ p, K clant 
le mèlre de Riemami. 
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Nous décomposerons la force — R en deux forces 



perpendiculaires à AB et appliquées aux points A et B, ces 
dernières forces formeront avec P et Q un couple de centre 
si l'on a 



c'est-à-dire 



U r.: 2 (P - Q) r.h -j- 



Si les forces P et Q étaient de môme sens on aurait 
trouvé 



Ceci posé, soit F une des forces du système et un point 

, iixe, traçons une ' splière ayant par 

contre le point et un rayon arbi- 

3 traire. Dans le plan (P, 0) abaissons 

de une perpendiculaire 01 sur la 

ligne d'action de la force P, soient A 

et B les points où 01 coupe la sphère 

considérée, nous remplacerons la force 

P par une force passant par et par 

un couple de centre et de bras de levier ÂB, 

Tous les couples de même centre se composent par leurs 
axes comme en slalique euclidienne, le lecteur s'en assu- 



y Google 



rera liien facilemenl ; on voit donc qno lo système des 
forces est é'^uivalent à nn couple de centre et à une force 
unique passant par 0. 

C'est-à-dire qu'on passe du système proposé au nouveau 
par des adjonctions ou suppressions de paires de forces 
équivalentes à zéro et par des décompositions ou recom- 
positions de forces concotirantes, toutes opérations qui, nous 
le savons, n'altèrent pas la somme des travaux virtuels. 

Or si on donne comme déplacement une rotation ayant 
pour axe, l'axe du couple résultant, on voit immédiatement 
que la somme des travaux virtuels ne peut être nulle que 
si ce couple est nul, en donnant ensuiie au corps rigide 
une translation axiale dirigée suivant la direction de la 
résullanle présumée qui passe par 0, on voit que si la 
somme des travaux virtuels est égale à zéro pour ce 
déplacement la résultante présumée doit être nulle. 
C. Q. P. D. 

Corollaire important. — Voici un théorème général de 
statique qui résulte du théorème précédent. 

Si une pression uniforme se répartit normalement sur 
les divers éléments d'une surface fermée, rigide, les diverses 
forces élémentaires constituent un groupe de forces en 
éçidlibre. 

Le travail de la pression pdc 
exercée sur l'élément da s. pour 
partie principale lo produit : 

E désignant le volume décrit par lo déplacement de l'élé- 
ment de surface rigide df:. 
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La somme de ces travaux sera donc (puisque p — cons- 
tante) 

— pdv 

dv désignant Faccroissemetil. de \olume du corps, mais le 
corps étant rigide ou aura dv — o, donc les forces considé- 
rées sont en équilibre. 

Remarque. — - La proposition précédente s'applique évi- 
demment aux pressions uniformément réparties sur le 
périmètre d'une courbe fermée plane. 

ReYcnons à la réduction de Poinsot et d'abord considé- 
rons un couple Pa, Pc de centre 0, la décomposition des 
t:. q forces perpendicu- 

: laires à une même 
droite montre que 

'jj ■ ce couple peut être 

équi-valent à un 
antre couple : Oa • , 
Q F Qb, : et si a^ et a:' 

sont les deux demi-bras de levier de ces couples, de même 
centre : l'on aura : 



p s7t T = Qsh Y = une quantité proportionnelle au moment 
du couple. 



Conséquences Un arc de corcle de rayon x et d'angle au centre « peut 
géamélriques. , , - , ■ 

être représente par 



K<f(ii;) 
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Le Uiéorèmo du travail virtuel délermine la fonction ï. (3:). 
Car pour une même rotation infiuiment petite fh décrite 
autour de les travaux virtuels des deux couples sont 

'2V(ha 'x] et 2 ï-'d^'^(x') 
comme ces produits sont égaux on conclut de ià 



<^ix]-- 



■■ l sh '-- 




l étant une longueur constante. 

Soit I la projection d'un point sur la ligne d'action 
d'une force [■' ; soit A un 
point quelconque de cette ,X^~~. 
ligne. 

Considérons une rota- 
tion infiniment petite 4 
exécutée autour d'un axe 
mené par perpendicu- 
lairement au plan de la 
figure. 

Les deux travaux virtuels de la force 1' envisagée comme 
appliquée soit en I soit en A serait : 

et FKOXsmÂxÀsW'?^^); 

En les égalant on obtiendra la relation fondamentale des 
triangles rectangles de Lobatch.ewsky '^ 
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La détermination de la consLante À définie plus haut va 
résulter de l'application du théorème de l'équilibre des 
pressions ëur une courbe fermée, nous prendrons comme 
courbe fermée un demi-cercle et son diamètre de fermeLure. 

La résultante des pressions sur demi-cercle est 




'f""l' 



et la résultante des pressions sur le diamètre est 

2 p fh I /,■ 



en les égalant on trouve ), = /.. 

Soit F une force appliquée en A et XX un axe; soit 
9 la composante de F estimée dans le plan mené de A 
perpendiculairement à XX et soit T 
la tangente à la circonférence que A 
//^ m décrit quand le corps rigide tourne 
^'^''^ autour de XX, soit T la composante de 

!f ou de F suivant T, le travail virtuel de 
F pour une rotation infiniment petite 
autour de XX, aura pour mesure 

KTQshj r désignant la distance du point A à XX; le pro- 
duit kT s/iTse nomme le moment do la force F par rapport 

à l'axe XX. 

Si on effectue la réduction de Poinsot dont il a été ques- 
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tion plus haut, relativement à un point de l'axe XX., le 
couple résultant relatif à cette décomposition, peut être 
décomposée en un couple d'axe XX et un couple perpendi- 
culaire, le moment du premier couple est précisément le 
moment de F par rapport à XX. 

Les moments jouent donc un rôle identique dans les trois 
géométries. 



Enfin pour terminer ces aperçus j'indiquerai encore deux 
démonstrations statiques de formules importantes pour la 
géométrie de Lobatchewsky. 

1° Soient dans un plan P, AX et BV deux droites 
perpendiculaires à AB et soit BM — ti, , x 

soit M' le point symétrique de M par ^^ j 

rapport à AB, aux points M et M', appli- \ ^ 1 
quons deux forces égales à 1 perpendicu- m\^ i ^ 
laires au plan P d'un même côté et égales, 
ces deux forces auront pour résultante la 
force 2 ch y appliquée en B. \ 

Prenons les moments de ces forces par j j., 

rapport à AX et soient p, la distance BÂ ; 

et p la distance MI du point M à AX, la somme des 
moments des composantes sera : 






et le moment de la résultante est : 



on aura donc : 
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2" Considérons le tronc de cône engendré par la droite 

RM tournant untoiir de AX; la résultante des pressions 

; jt / exercées uniformément sur la 

surface latérale de ce tronc 

/ de cône sera une force dirigée 

suivant AX et dont la valeur, 

en désignant par * l'angle 

avec AX de la normale à cette 

surface au point M variable, 

i et par c la distance Ml de M à A^, sera l'intégrale 




.y;.,.i. 



\]i = pression par «niLé de surfaci;) 



D'après un théorème précédent, cette force doit être égale 
à la difl'érence des pressions aisément calculables exercées 
sur les deux bases du tronc : 

ji Xit/i-slr J^ , c[;)X~A^sli = ^ 

exercées sur les bases du tronc de cône, on aura donc : 

ou, sous forme diflcrentielle : 
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d'ailleurs, en différenliainlarelalionprécédenimeiitoblenue : 

sli -r = sli T «Il 1" 

on obtient : 

du sli ^ sli f = di [■ df 

En divisant membre à membre les relations différentielles 
obtenues, on obtient la relation très simple ; 



Ces exemples suffisent à monU'cr l'importance de la 
théorie statique des Yecteurs pour l'étude des relations 
métriques dans la géométrie d'Euclide ou dans les géo- 
métries de Lobatcbewsky et de Hiemann. 



JII. — Différentes formes mécaniqiies 
du poslulalum d'Euclide. 

Voici d'abord deux formes du poslulatum d'Eviclide qui 
résultent immédiatement de la statique non enclidieune. 

1° Deux forces d'un plan perpendiculaire à une même 
droite et d'un même côlé de celle-ci ont une résultante 
égale à leur somme : celle proposition équivaut au postii- 
latum d'Euclide. 

2° Si dans uu espace, d^s forces perpendiculaires aux 
côtés d'un triangle quelconque proportionnelles aux lon- 
gueurs de ces côtés et appliquées aux milieux de ces côtés 
se font équilibre, l'espace considéré est Euclidien. 
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Voici une proposition plus inattendue t 
Dans l'espace de Lobatchewsky ou dans celui de 
Riemann ne saurait exister ia plus simple de nos maciiines 
simples, celle que l'on appelle un fil parfaitement flexible 
qui transmet sous la forme rectiligne une tension constante 
sans transmettre de moment. 

En efft't i,once\on% 2 b mes AB et CD placées toutes deux 
perpendiculairement aune 
même droite SY, la barre 
AB porte deux poulies 
symétriques par rapport 
-T à XY, la barre CD porte 
quatre poulies deux à 
deux symétriques par rap- 
port à XY. 

"Un fil sans fin s'enroule 
sur les premières poulies 
puis sur les quatre autres 
I et sur une cinquième pou- 

lie M dont le centre est sur l'axe XY; appliquons à la 
poulie M une force P agissant suivant la droite XY, le fS, 
va se tendre et le système considéré va prendre une cer- 
taine position d'équilibre; supposons pour un moment que 
le fil sans raideur, ait une tension constante T, et soit F la 
force qui soutiendrait tout le système à la parlie supérieure. 
On peut toujours régler les dimensions des pièces de 
manière que le fil arrive perpendiculairement sur la ligne 
des centres des deux poulies supérieures, laquelle ligne des 
centres a une longueur égale à 2jo; coupons les fils par un 
plan UV quelconque, l'équilibre de la barre AB s'expri- 
mera par l'équation -. 
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En désignanL par 1q la plus courte dislance perpendicu- 
laire des brins symétriques du fil, avant leur enroulement 
sur M, l'équilibre de la poulie inférieure s'exprime par 
l'équation : 

P = 2 T ,4 I 

Enfin l'équilibre du système total rigidifié s'exprimera 
par l'équation ; 

On aurait donc : 



résultat absurde, car on est évidemment maître de la peti- 
tesse de ?'. 

Donc enfin les propriétés mécaniques attribuées aux fils 
flexibles rectilignes entraînent le poslulaluni d'Eueiide. 

— Toute la géométrie de Lobatchewsky comme celle de 
Biemann pourrait être développée au point de vue statique 
d'oti je me sais placé, mais je crois avoir insisté suffisam- 
ment pour que les développements auxquels je fais allusion 
n'offrent plus de difficulté. 

î. Un raisonnement analogue serait valable dans la géométrie de 
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Sur l'impossibilité d'une Composition des stabilités 
en l'absence d'une fonction des forces. 



F ^ Y Pt F Y' 



deux forces, fonctions de point qui, agissant séparément 
sur le mêmie corps, laissent celui-ci en une même position 
d'équilibre stable. 

Si les forces F et F' viennent à agir simullanément. leur 
résultante laissera le même corps en la même position d'équi- 
libre ; mais peut-on affirmer en général que cet équilibre 
résultant sera stable ? 

Non, les stabilités ne sauraient se composer de la sorte, 
monlrons-le par un exemple simple. 

J'envisage à cet eft'et deux formes quadratiques ^ et ^ des 
coordonnées cartésiennes x, y, z du mobile. 

Je suppose de plus que chacune de ces formes est définie 
et négative; je désigne par 



iix constantes positives dont les trois dernières ne soient 
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pas proportionnelles aux premières, et je considère les 
forces F et F' définies par leurs composantes 







-^ 


X'-ll* 
^ -2* il' 




^-^ 



L'équilibre du corps, à l'origine des coordonnées, sous 
l'action de la première force est stable, car eu faisant dans 
les équations du mouvement les changements de fonctions 

X I x.fi'. y I î/v'> ' i sv'-; 

on est ramené au cas d'une fonction des forces inaxima au 

point [x=:Q, y — 0, z = 0}. 

Pour une raison analogue le second équilibre est encore 

stable- 
Or je dis qu'il est possible de particulariser les formes 

/' et <f, conformément aux hypothèses déjà faites sur elles, 

de manière à assurer Yinstahilité de l'équilibre résultant. 
Si, par exemple 

o — — [ux'' -{-'thx\} -\-cif] — dz'^ 

[a, c, i y 0, b^ — ac 1:1^ o) 

■| = — [«'37^ + 2 b'xij-\-c'y'''\ — i'z- 

(«', c\ à' y 0, h''- -a' c' < o) 

Les équations différentielles du mouvement o.AlÀmé dans le 
plan des x y sont : 



je ferai ; 



ô?x 
di' ~ 


dx^ dx 


d'x 
di- ' 


' dy^'^dy 
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Ces équations différentielles linéaires auront, comme on 
sait, pour intégrales fondamentales des fonctions de t de 
la forme 

œ = <; e« 
y=--h c"' 

ij, k, I- désignant des constantes ctl'équation caractéristique 
en r sera : 

— [-b-j. + b"k] {b<:? + -b'\,) = 

Et la stabilité exige que cette équation du second degré 
en r^ n'ait que des racines négatives. 

Or iî est aisé de voir qu'on peut satisfaire à cette équa- 
tion par des valeurs imaginaires de r' ; le discriminant i de 
cette équation est ici : 

i = (a^-j- a' A — c{i — c\>:f + ^{b:i.^J}'\) (?î|34-^';'-1 
Mainlenanf, que l'on fasse d'abord : 

a-j.-^a'l — c;i + cV 

puis, que l'on choisisse b et b' assez petits en valeur abso- 
lue pour satisfaire aux conditions : 

b^ — ac < 
h'- ~ a'c' < 

Eûiin, que l'on choisisse le rapport — intermédiaire entre 
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les nombres — ,- el — - et l'on aura A < o r donc iustabi- 
lilé. 

Remarque. — La composifion des stabilités qui est im- 
possible en général, est au contraire assurée lorsque les 
forces dérivent d'une fonction des forces. C'est ce que 
montrent les théorèmes de Lagrange et de M. Liapounof. 
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Sur les mouvements relatifs à la surface de la terre 
et sur le système explosil de Poinsot. 



On connaît les belles expériences de Foucault (Pendule 
du Panthéon et gyroscope) qui ont réalisé pour la première 
fois une preuve sensible de la rotation de la terre, ou plus 
exactement, qui ont montré que le système de coordonnées 
où se manifeste l'attraction de la terre coïncide sensible- 
ment avec un système orienté sur les étoiles. 

On sait que la déviation vers l'est des corps en chute 
libre est aussi une manifestation mécanique de la rotation 
de la terre. 

A l'époque oii Foucault £it l'expérience du PanLhcon, 
Poinsot fit pour la première fois l'intéressante remarque : 
que l'on poiinmit par la suspension d'un système susceptible, 
sous l'action de forces intérieures, d'éprouver un brusque 
changement de configuration, obtenir une rotation autour de 
la verticale : 

Cette rotation serait encore un reflet de la rotation du 
globe terrestre. 
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Dans sa note {Coniptes rendus de l'Académie des sciences 
pour 18Si), Poinsot indiquai!, comme expérience possible, 
l'expérience suivante : 

Un ressort coudé suspendu, dont les deux brandies sont 
mainlenues rapprochées par un fil, se détend si l'on brûle 
le fil; son moment d'inertie autour de la verticale augmente, 
ce qui produit une rotation autour de la verticale due au 
mouvement de la terre. L'expérience me paraît impossible 
sous cette forme. 

J'ai repris le calcul de Poinsot, j'ai modiiié Texpérience 
qu'il proposait el j'ai fait voir que dans l'ordre d'idées 
inauguré par le profond géomètre, on pouvait réaliser deux 
types d'expériences correspondant respectivement à l'expé- 
rience de Foucault au Panthéon, et à l'expérience de 
Freyberg, expérience qui mettent en jeu : l'une, la com- 
posante verticale; l'autre, la composaute horizontale de la 
rotation de la terre. 

J'ai de plus réalisé une expérience du second type et je 
poursuis en ce moment l'étude d'un appareil propre à réali- 
ser une expérience d'un type mixte. 

Cette note est consacrée à l'exposé de l'idée de Poinsot 
et d'un résumé de mes recherches. 

Considérons d'abord «n système qui, pouvant changer 
de configuration intérieure, repose cependant sur deux ap- 
puis fixes, situés sur une même verticale. 

Le système est d'abord au repos ; la détente de ressorts 
intérieurs modifie brusquement ou rapidement la configu- 
ration du système, puis le système se solidilie. 

Quelle vitesse de rotation va-t-il prendre autour de la 
verticale? — Appliquons le théorème des moments autour 
de la verticale. 
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Les forces de chaque particule du système sont, au lieu 
de l'observateur : 

1° La pesanteur (rattraction combinée avec la force cen- 
trifuge sur le parallèle terrestre) ; 

2" La force de Coriolis provenant de la rotation du globe 
et du mouvement relatif de la particule. 

Prenons comme axes de coordonnées, en la station de 
l'observateur : 

Axe des ; : la verticale; 
Axe des x : la direction sud du méridien; 
Axe des y : la direction qui va vers Vouest. 
Si \ désigne la colatitude du lieu : 
Les composantes de la rotation m do la terre, changée 
de signe, sont dans ce système d'axes 

p = — tJ siii î. 
q = o 

r — u) (!0S X 

La seconde force apparente de Coriolis sur la pai'ticule de 
masse m est : 
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Le théorème des moments par rapport à la verticale 
donne à chaque instant î : 



d / dv dx\ 

s ^ »•(»'*—'■' ,17)= ^W'-"» 

/ te di/\ dz 



Multiplions par dt et intégrons de à ï ; le S3'slènie 
partant du repos, nous aurons : 



-(4-40=0- 'O'-^^'^'"/-^' 



Il et I, désignant aux denx époques les moments d'inertie 
du système par rapport à la verticale. Cette relation est 
générale; si nous supposons que le corps à l'époque t où il 
est rigidilié ne puisse que tourner autour do la verticale 
avec une vitesse p, on aura : 



..f. 
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Si nous supposons au contraire que le syslèuie rigiditié 
i r^poquc / n'ait qu'un point fixe, désignons par : 



les composanles de la rolalion du corps suivant les axes, 
on aura : 



du 
et i:,. (.. I - y J) = ç ^-n,. (x^ + f) - (,-; Xm xz. - y_ Tm y:- 
L'équatiou (1) doit alors être remplacée par celle-ci ; 



_h-h ^ -"'fi'''- ..^ 



— Considérons d'abord le cas de doux appuis formant 
un axe vertical fixe. L'équation (1) indique deux types 
d'expériences distinctes : 

Premier type. — Réaliser une explosion rigoureusement 
symétrique par rapport à la verticale, le terme en p dis- 
paraît et on aura : 

1(~ 1. 



c'est le cas de l'expérience proposée par Poinsot qui 
omettait le second appui. 



y Google 



KOTKS. 401 

Second type. — Faire l] — I^ et le terme en p subsiste 
seul. 

Dans le cas d'un seul appui, le mouvement pendulaire 
du sysième joue un rôle gênaul par les termes en w et ;( 
qui échappent à tout contrôle eflicaco; si l'on s'arrange 
toutefois de manière que l'oscillation pendulaire du système 
se fasse autour d'une position d'équilibre pour laquelle 
l'axe vertical, soit un axe principal d'inertie, on aurait en 
cette position 



On conçoit ainsi qu'on puisse rendre négligeables les 
termes w _":£?, y ^?J^ devant l'un ou l'autre des termes 

qui subsistent. 

On peut ainsi avec quelques précautions assimiler le cas 
général au cas d'un ase complet. 

Le type d'expérience proposé par Poinsot m'a paru diffi- 
cilement réalisable; mais j'ai pu réaliser une expérience 
du second type. 

Deux supports légers en bois, reliés par une longue et 
mince tige d'acier, axe matériel de l'appareil, supportaient 
chacun deux réservoirs en laiton. 

Soient Â et B les réservoirs portés par le support supé- 
rieur symétriques par rapport à Taxe, le support inférieur 
portait deux réservoirs : l'im A' en communication verti- 
cale avec A, l'autre B' en communication verticale avec B 
par un tube. 
Le réservoir A et le réservoir B' de même forme et de 
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raômc capacilé. avaient été prcakblemcnl remplis d'un 
mélange d'eau et de glycérine. 

L'appareil supporté par un iil métallique, supportait à la 
partie inférieure un fil assezlong, tendu lui-môrac par un 
poids. 

Le flambage d'un fil ouvrait un robinet à ressort et 
faisait écouler le liquide de A en A'; la tige d'acier portait 
u» miroir visé par une lunette à réticule placée à distance, 
permettait do mesurer la rotation p de l'appareil pendant 
une quinzaine de secondes, à partir de l'ébranlement, et 
d'apprécier ainsi une vitesse moyenne de rotation. 

■Lorsque le plan des deu:s tubes fut placé dans le méri- 
dien, je constatai une rotation très sensible, correspondant 
à une déviation vers l'est du tube à écoulement. 

L'influence du mouvement oscillatoire, sans être entière- 
ment négligeable, ne pouvait dépasser le g^^ del'cffet mesu- 
rable. 

Bien que les dimensions transverses de l'appareil fussent 
assez réduites, l'écarleinent des tubes, par rapport à leur 
diamètre, était assez sensible pour que la gjration de la 
veine liquide ne pût pas produire une variation de plus 
d'un cinquième dans la rotation observée. 

En allongeant un appareil de ce genre suffisamment, on 
amplifie l'effet de la composante p. 

En somme, c'est le phénomène de la déviation vers Vest 
transformé en rotation. 

Un troisième type d'expériences consisterait à mettre en 
évidence simultanément les deux composantes r et 'p et à 
les amplifier toutes deux; j'ai commencé de nouvelles 
recherches dans cette direction en m'astreignant de pins 
à né plus employer de liquides, mais ces recherches sont 
loin d'être terminées. 
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NOTES. 403 

L'idée de Poinsot est certainement inléressanle, mais 
pour curieuses qu'elles soient, des expériences de ce genre 
qui mellent en jeu de peliles impulsions arrêlées par le 
frottement de pivots ou par la torsion des fils ne peuvent 
pas produire de rotations continues appréciables. 

J'ajouterai que l'emploi d'un fil de suspension rend les 
expériences eslrêmement longues, et il m'est arrivé d'at- 
tendre, dans une salle tranquille, plus dô 4 heures avant 
d'obtenir l'équilibre préalable de l'appareil. 

Bref, les expériences de Foucault restent toujours les 
plus belles et les plus simples qu'on puisse imaginer. 

n m'a paru néanmoins que l'idco de Poinsot méritait 
d'être répandue. 

Un plus habile expérimentateur pourra sans doute lui 
trouver une réalisation plus simple que la mienne. 
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E RU AT A 



Page 4, ligne 20 ; au lieu de « sur le point » lii'û : o sur le plan n. 

— ligne 21 ; au lieu de « le vecteur oM » lire : « le veolcur Oin ». 

— ligne 22 ; au lieu de a XOM d lire : o XOm ». 

— ligne 28, formule ; au lieu de « XOM » lire : « XOm ». 
Page 19, ligne 2S; au lieu de s he'Horentiqtte » lire : a héliocenlrique » 
Page 34, ligae 20 ; au lieu de «. compris » lire : « uniforme n. 

Page 44, ligne 21, formule ; au lieu de jï lire : j.j. 

— ligne 22, formule ; au lien de jj lire : j^. 

Page 68, ligne 2; au lieu do cos(y) lire : cqs(-~\- 
Page 76, ligne 13, sous l'accolade ; supprimez celle ligne. 
Page 90, ligne 11 ; au lieu de a pendant » lire : a suivant ». 
Page 96, ligne 7 ; au lieu de a condamnés » lire ; o coordonnées ». 
Page 93, lignes 8, 9, 10, équations ; mcUrc le signe s^ devanl chaque 

second membre. 
Page 108, ligne 9 ; au lieu de r/c — ri lire : qc — rb. 
Page 108, ligne 12 ; au lien de -^ lire : v. 

Page 120, lignes 27, 28: supprimez les mois : o sur une même droite». 
Page 122, flgure ; les poinls Ci cl Dj doivent êlre placés sur le dia- 

mèlre AaBs, 
Page 124, dernière ligne ; remplacez r,j par »■,/,. 
Page 148, ligne 2; meltre le signe + devanl le lerme : f>a('~-{- -p)- 

Page 150, après la ligne 2, ajoutez : et de plus le vecteur (A, B, G) 
a une projection donnée [nulle ici) sur la normale aux différents 
points d'une même surface fermée (ici une sphère]. 
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406 EniiATA. 

Page 160, ligne i, formule ; les trois derniers termes de la forme F 
sonl : 2bys + 26'sa; +26"a;i/; le coefficient 2 a été à toit im- 
primé en ï. 

Page 160, ligne 13 ; au lieu de du d:, ds, lire : 5i, fis, g;,. 

Page 182, ligne 7, dans la parenthèse du second membre ; au lieu 



,1? 



lire : ;rf. 



Page 196, ligne 21 ; au lieu de V lire : K" et ajouter : so'U U" la 

partie correspondante de V- 
Page li)9, ligne 7; au lieu de Bxus lire : Dx^. 
Page 200, ligue U ; au lieu de ^ lire ■^,. 
Page 208, ligne 18 ; au lieu de « les relations du premier type se 

réduisent » lire : « (es relations du, premier type oondmsent. » 
Page 218, ligne 13; supprimez les mots « étant SUo ». 
Page 22t, ligne 18; au lieu de N[ lire Ni. 
Page 236 ; le numéro du chapitre est non pas YI mais : VII, 
Page 248 ; le numéro du chapitre est non pas VII mais : VIU. 
Page 2B9, ligne 8 ; dans la première intégrale du second membre 

remplacer u' par v'. 
. Page 213, ligne 26 ; après section Ai lire : 2° en un couple M|. 
Page 290, ligne 13 ; an lieu de « on, allant » lire : « en allant «. 
Page 302, ligne 16 ; au lieu de « si on projette » lire : « si on avait 

projeté. B 
Page 303, ligne 14; équation ; supprimez le Irait, vertical. 
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